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V r r e d e 



JL^er Hauptgegenstand dieses Buchs 
sind allgemeine Entwickelungen und 
eine allgemeine Theorie der analyti- 
schen Facultaten fiir jeden beliebigeii 
Werth des Exponenten^ Diese Ent- 
wickelungen sind bis jetzt, strenge ge- 
nommen, erst fiir den Fall vorhanden, 
wenn die Exponenten ganze Zahlen, 
oder wenn die Facultaten, Producte 
aquidifferenter Factoren sind. Allge- 
meine Ausdriicke det Facultaten, fur 
beliebige Exponent*en, fehlen noch» 
Man findet zwar Anwendungen und 
Erweiterungen der fur Producte aqui- 



/ 



' -y^ 



. I 



differenter Factor en vorliaiideiieii Aus^ 
dx&cke auf den Fall anderer, ds ganz-- 
zahliger fexponenten; allein, werden 
die Ausdriicke ohne weiternBeweis all-r 
gemeiii genommen, ^o ist man bei die- 
sem Verfahren vor der, mit Schliissen 
vom ^esondem anf das AUgemeine ver^ 
bundenen Gefahr, zu , irren , ijiicht si- 
cher. Sucht man dagegen deti Ueber- 
gangzum AUgemeinen zurechtfertigen, 
so muss man, so lange man Facultaten, 
allgemein fur Froducte voh Factoreii 
nimmt, nothwendig auf grosse, und 
vielleifcht unubersteigliche Sdiwieiig* 
keiten stossen, weil Facultatten, pit an* 
dem als ganzzahligen Exponenten, 
wirklich nicht Froducte von Factoren 
sitidy sondern den Facultaten die Ei- 
ge^iscljiaft, als Froducte darstellbarTzn 
«ein, vielmehr nur in dem Falle ganzzah- 
liger Exponenten ausschliesslich , kei- 
neswegs aber ajlgemein zukommt. Diese 
Schwierigkeiten sind bier dadurch zu 
heben versucht wordeny dass die Theo* 
rie,, mit ihren Entwickelungen, gar 



Bicht von besondem Fallen i Sondem 
gleich von allgemeinen Ausdrucken 
a^sgeht und also der missliche Ueber* 
gang vom Besondem zum Allgemeinen 
^ garniclit,^sondemnurmngekehrt, det 
sichere Uebergang vom Allgemeineli 

zum Besondem Statt findet^ 

* 

. Als Einleitung dient dieser Faculty- 
taen-Theorie, welche den zweiten Ab- 
^chnitt der gegenwartigen Schrift ans- 
fftUt, eine all^emeine , auf ahnliche Art 
abgehandeltd Theorie der Potenzen, 
Logarithmen und Exponential- Gros* 
sen, im ersten Abschnitte. Auch bei 
dieser Theorie ist dnrch eine allgemei- 
nere Behandlnng diejenige Schwierig- 
keit zu heben versucht wordeli, welche 
bekanntlioh bei dem Uebergange vom 
Besondem zum Allgemeinen, anch hier, 
besonders bei dem binomischen Lehr- 
satze^ ni^ht minder, gross ist Die ge- 
genwartige Theorie der Potenzen er-' 
gab sich aus der Theorie*der Facultaten 
von selbst, weil Potenzen, im allge- 
meinsten Sinne, nichts anders sind, als 
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J^acult^ten, fur dfen ein^elnen, besoti-' 
d«ren Fall, wenn die DifFerenz derFa- 
cultat Null ist Die durch den noth- 
wendtgen Zusammenhang der Poten- 
zeh mit den Facultatenherbeigefuhrte 
Gelegenheit ist benutzt worden, um 
Bemer^ungeii iiber eine critische Be- 
handlung dieser Gegenstande zu ma* 
chen nnd eine sysbematische Aufstel- 
lung derEiitwickelungeu zu versuchen^ 
Den Beschluss der Schrift machen, 
im dritten Abschnitte, Bemerkungen 
iiber den wahren analytischen Zusam- 
menhang der spgenannten Winkel- 
Functionen mit den Potenzen, und ein 
Versuch, die bekannten, bei denAus- 
driicken einer beliebigen Potenz eines 
Cosinus oder Sinus durch die Cosinus 
xm/dL Sinus der vielfachen Wink^l und 
des Cosinus und Sinus vielfacher Win- 
kel durch die Cosinus und Sinus der 
einfachen Winkel vorkommenden Para- 
doxen, welche bis jetzt nicht ganz er- 
kl^rt sind, und deren Erklarung ich 
fiir ' die Potenzen der Cosinus und 
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I VII 

Siaxa in meiner deutschen Ansgabe der 
mathematischjen Werke yon Lagrange, 
Berlin bei Reimer i82t3> ini zweiten 
Bande Seite 162* etc,, versuchte, noch^ 
zu berichtigen und allgemeiner tind 
einfacher vorzutragen. * 

' Das tVechnungs-Mittel fiir die s^mt* 
Echen gegenwartigen Entwickelnngen 
derJFacultaten, nndfolglichaucli derPo 
tenzennnd Winkel-Functionen,i8t die 
Entwickelungs-Formel in §. 54- etc. wel- 
die allgemeiner ist, als der Taylorsche 
LehrsatZy der nur einen einzelnen be- 
sondem Fall derselben ausmacht njad 
(lie idhi defiihalb allgemeinen Taylor^ 
u:hen \Lehrsabz nenne. 

Vermittelst dieses allgemeinen Tay- 
lorschen JLehrsatzes ist es moglich , die 
Facultaten eben so leicht tind einfach 
za entwickeln, ' wie jede andere einfa- 
diere analytische Grosse. ^ 

Dieser Satz scheint besonders des- 
hqlb wichtig zu sein,weil derselbe nicht 
allein, $einer Einfachheit wegdn, recht 
eigentlich den ersten Elementen ange- 
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hort, sondem auch , die schwierigsten 
Falle. eben so einfach umfassend,- au- 
gleidi die letzte Schwierigkeit der Be- * 
griindung der sagenaimten Differeiv. 
tial- und Integral-Rechnung hebt. Ei^i 
eiiizelner Beweis seiner Wirkung ist di6 
Axiwendung desselben anfdenbinomi- 
schen Lelirsatz §. 58^ dessen Beweis 
dutch ihn diejenige AUgemeinheit , 
Klarheit tind Einfachheit erhalt, welcha 
fur die Elemente noch zu wunschen 
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Noch wichtiger aber diirfte die All^ 
gemeinheit der Behandlnng anatyti- 
scher Aufgaben uberhaupt sein, welche 
der gegenwftrtigen kleinen Schrift ei- 
gen zu machen gesucht wordeii. . Ich 
habe- wahrend des Drucks derselben, 
weiter riickwarts/ liber die Potenzen 
hinaus , auch die ersten Elemente der 
Analysis, welche bekanntlich, wie iiber- 
-all in der Mathematik^an Schwierigkeit 
den verwickeltesten Aufgaben gleichen, 
einer ahi^ichen Untersudiung ?u un- 
terwerfen 4ind die bessere Aufklarung 
' - auch 
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aiich der Elemente zn imden gesncht 
tind ith glaube, dass es mogUch ist, anf 
deiii allgemeinen Wege, anch hier zuin 
Ziel^ zu koiDmeni Gel^ge solches, so 
wiirde es moglich seiu, die Entwicke- 
lungen der Analysis von* den noch sp 
haufig darin vorkommenden vid.fisen 
Ueberg^gen vam Besondern zum All- 
gemeinen zu befreien, ihren Sfttzen 
ihre wahre Bedeutung und Stelle zu ge- 
ben und sie in ein natiirjiches System 
zu bringen ; was fur diese Wissenschaft 
noch zunachst zu wiinschen sein mSchte* 
Ich werde gelegentlicb , in so ferii es 
meine Amts -. Geschafte erlaubeUi 3vei- 
tere Bemerkungen uber diesen Gqgen- 
Stand mittheilen. 

Da die gegenwartige Schrift, jvegen 
der Wichtigkeit der moglichsten Allgc- 
meinheit der Behandlung analytischer 
Gegcnstande , durch welche , nach mei- 
net innigsten Ueberzeugung, allein ber 
deutende Fortschritte moglich sind, nur 
besonders danii ihren vorziiglichsten 
Nutzen erreicht, wenn sie dazu beitrftgt^ 
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auf die Wichtigkeit dieser AUgemeitiheit 
aufraerksam zu machen, so lege ich 
^auch nicht sowohl auf die einigen, viel-, 
leichtneuenFormeln und Ansichten, die 
dieSchrift enthalten mag, sondem nur 
dar^uf einigen Werth, dass sie moglicher- 
weise zu jenemZwecke dienenkann und 
wiinsche , in dicsem Sinne ^ sie gleich- 
sam als ein Bcispiel zu der "wichtigen 
I\egcl betraclitet zu sehen, welche, in 
der bescheidenen Form teines gaten 
Rathsy das , Motto auf dcm Titel aus- 

spiichtv 

Berlin, im Jannar i823« 
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Crelle^^ 
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Einige benfertte, wesentliehe Druckfehler. 



Stito 7. ZeiU' ^« vo^ ohen stehk Definition der statt Defini- 

tionen. in der. 

— 14. — 18. V. o, steht lf(thy), k] Stan /[(«, y), k]. 
». ^ 15. m^ 6. v. imfen steht wie y ita^e wie z.> 
-Ji 36. — 3. V. A. fehlt das Wort „nnixi*' kinter dass 

ujtA in der folgenden Zeilefallt das Commm 

hinter dem Wort§ ,fix6%i9^* loeg. 
w. .40. — ^ ^y. u, steht docP ^tatt $x' und in der letztcn 

Zeile yoc''^ statt yx, 
ft— 5^ — g» V. ic« steht z stat$ 2. 
^ ^. .^ ift. v. ». steht y^Um indMsen, weil es hier'' 

stait ,,Weil es indetsea hier'^ 
^ 55* ''^^^ ^^' Gleichungs - Zeicheii r=: am^ £?»£« J«r ij^en 

Zeile von oben^ am Ende der i6ten Zeile 

stehen. 

— 59. Zeile 5. »• »• steht B(y + k+ statt BCy + k^-^. 
•— 74/ — 5, v. u. ite^£ Logaxithme \ftaft Logarithtn^n. 

— 84- — ii» ^'^ »• *^*^^ +3c<X'i, + *f«** +'^-^i+« 
•- 0y. .. 8. V* «• steht da oc ^tatt aus x. ^ 
^ gg. -^ iQ, v« o. i^e^^ nemlich k statt nemlich ran K 

5. 9^ It. etoht $. 19. statt $• x8. 
7. V. »• steht loi. ^tau i62. 

d d 

Q, V, 0. steht /x -^ « itaf * /x — fx. 

X X 

i 

5. V, o. Jt«At lidnne statt konnu. 

^ _ nix y\x 

7. V, D. itffftt tt J^iltt JT . \ 

6. t)« If. «te/i£ Fancdon statt Fatnlt&t. ' 
7 Bn<2 6 v. «• st^ht der Grund - Gl^ichung statt 

den Grnnd*Gleichangen. 



— 101. — 

— lift. — 

— iSg. — 

— 147^ — 

— 16a. — 

— 162* — 

— 167. »— 



— 170. — » 6. V, «. j^e/j^ 
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yfk v-fi 

4!#iV4 175. Z#f/tf 7. r.ir. #»ekt(tt4-K,-hMy ^*«« («?I^Jt,+x)'' 

\ ' 

•^ »90. — 6> v».o*stekt(tf + ky =( !,+)»« **<f^t 

— 14. t>, o. steht (14 +)x jt«u (1, 4-x)'' 

— 13. V, O, falli das TVort ,,1 ollen'* "^*^» ' 

— 4* ^* ^* '^*^^ 5/(* + 3 <) *^«*^ 3/(* + * O* 
•— ia« v. 0. stsht (3440 auch nor xta^t (344 J n«^^ 

— 7. V. o, steht welche statt wftlclion. 

— <6. V. u, /ekit (m, + ly hinter (u + A, + 1)^ =2 
-^ a. V. u, soil es keissen ^^Weil sich jede Fa- 

caltftt<'. 

— 8. V, 0. n«Af Faealc&t statt Fagultiten. 

^-14. ». ». i^c^t (i/)k statt (ur) 



— 339. 

— 349. 

— 249. 



— a; »• tt, steht k + ((7i — i}.m+ 2)x $tatt. 
It + C (» — ij . m + (m — 2) xj. 

^ — 352* 111 der untersten Zeile steht {u, + ^> *¥ ^i state 

' y 
' , . y ■ y 

— 256. Zei/tf 7. w. o. J^ffAt (tt, + i) statt (i, + 1) 



— 276. 
-^ a9X. 

^ 29a. 

— 323, 

— 3a4' 



— 10. v» 0. iftf^f Bedingnngen statt 9&cs^. • 

•*- a. ». u* fallt das Comma hinter dem TVortm 

— 7, V. O, steht fx statt fh._ 

•— 8* *'.• u»fehlt am Ende der Zeile die Klammer)^ 
«— 6 ttfi<2 7. V. o« steht id«ntitchy nemlich dcrseU 

ben Grdtae (2 easy') gleich tind und statt 
idendseh sind^ nemlich dietelbe Gr{)M«^ 



m 



^2 cof y) haben und , 
— >• 33s« m der untersten Zeile steht alfO nur inmer <^tftt 

aUo immer. 
— 357. Zeile 6 v» o» steht PotesMten ifa^f Poteft&t. 
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Erster Abschnitt. 



Von deii Potenzen, Logarithmen 
und Exponential-Grossen, 
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1. 

D* 
ie fol^enden Bemerkungen iiber die Poteneep, 

liOgarithmen und JCxponential - Grossen eotstaaden 

dorch die Bemiihang, die Theorie der 80g;enann- 

ten Facultaten oder Factoriellen^ welche bekanDt- 

licli noch ziemlich neti nnd streng genommen erst 

fbr ganzzahlige Exponenten, oder fur den Fallv 

vorhanden ist, Yrenn die FacultMten Producte von 

Tactoren sind , ' welohe einis arithmetische Reihe 

eiriiter Ordnun^ bilden^ a^Ilg'emein 2^a machen und 

aof beliebige Exponenten attsztidehneii. 

Da sich bei dieser tJfitersuchun^ der innjge 

Znaammenhang der Facultaten mit den Potenzen, 

iin allgemeinen Sinne g^nommen^ zeigte, vso fand 

filch, dafs, ehe die Theorie der FacuItMten syste- 

inatiach festgestelU werden hOnne, eine gleiche 

aystematische Feststellung der Lehre von den Po- 

tenzen , Logarithmen und Exponential - Grosseui 

weloha Gr^Bsen Moss einem besondern Falle der 

Facultaten alDgeh($ren, nothwendig sei, so dass den 

Bcmerkmigen : iibar Facultaten erst eiate ireitere XTn- 

teriochiing fiber die .Theorie der Potenaen , Log^a- 
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P^on den Pqdenzen , Logarithfnewjt 

ritlilneD und Exponential - Grofsen yorhergehen 
milsse. 

2. 

Man kSnnte v^vt dieae Unter^nchim^ deshalb 
ff&r w^nig niitslicli halten, weil sit einen Ge^enstaad 
betriffl;, den man «cIion ao vielfaltig and in alien Lehr-, 
biichetn, aalbat in dtn Elamenten, abgehandelt 
ftadet. E« ist indessen leicht ra seigep , dass ia 
der That docfh Haoch Einiges dabei nachzubolen saL 

'EntVich nemlich musa man gaatehen , dasa selbst 
die Definition der Grossen, von "welcben nian han- 
del^ nicht ^ans deutlich iat Ala Proda<^te gleicher j 
Eactoren nemlich laaaen ai^h offenbar Potenzen all- 
gemein nicht anaehen. Denh wenn der Exjponent 
fi« Bw ein BrcLch iat^ aO iat die Potens^'wirkUch. 
nicht mehr ein product gleicher Factorea und am. 
M wenigeri .wenn der Exponent eine ^anacendento 
oder unmogliche Groaae iat* Daaa Potenzen mit ge» 
brochenen- Exponenten n^cht aowohl Prodacte^ aon- 
dem umgekehrt Factoren aind, ISaat aich wiederoa 
nicht yon tranapendenten and imaginairea Groaaeft; 
sagen, Maa onteracheidet Kwar xuweilen Di^itSr., * 
ten von Potenxen. allein dieser Unterachied iat. 
dnnkel , ao lange mai| von Prodacten gleicher 
Factoren aaageht. . Ea fehlt alao an einer am^ 
faaaenden, fUr alle Falle passenden ErbUtriM^g 4ea*. 
aea? "waa unt^r Potenxen xu veratehen» , , 

SFiolib imdera ^ vcarhalt ea . aich mit den JjOjfaritb* 
men. 'Die Erklarang aia'Stellemiiihleii einar arith^. 
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und Expoifvntial-^Grdstgm 



Reibei die •ia>^r geoinetvfroiM ^Rifih* der 
liog^arillii^iiden comspiitnHrty ist Jmr-iib^'ganso 
ZaUen dentHch. Sttr andere ZaUea sttzi iie cia 
dbterpoIatioM • Verf ahr^fei voraiu^' inwldtea selb«ft 
erat wiedfiP anf der IMmic von dkft«VoteiiMii it^ 
mht. Die Erklliniitg^dt-ExpoDettton ^mb 9ot«nfteii 
aber beriiht erat aisf d»r dto Patmaeii. Anf dea 
BegrilF der Expomemtitd'^^Saaem Iiai der. Begitf 
4ar PeteoMii- ebeofalla wiihiltalharen SinftiUMi^ Die* 
Deftnitiohen in der Xi^Iire van den PoCenMD, Ihk. 
farittuneh ete« aind alae* te der '^IM al^li oiebl 
vollkommen deudicft. . i; * . 

SSwtUm f^Mt ea {pewttbnlicb den Stfttea nad 
EntwiclLieltuigen Toa Peteilaen , Legarithoiea nad 
Expaaealial-^GrdMMni an demjeaigea iaaera Zii- 
iamAeahange, der ihate ihrer Natar naokeigeli 
Mt> ^alao' der Tfaeorie aa System* Bald aem^ 
lich eatwickelt aiaa Poteasea erst fUr ganse pa* 
•itire Expoaeatea, etwa oembiaatjariscb, oder aack 
durcb eiM Art Voa ladactioa oad gebt daaa wei» 
ter WL Poteasea aiit aegaCvea aad- g^broipbeaea 
Sxpoaeatea, syatbeliscb uber^ wobei aber tatt dea > 
• traasceadeatea aad iaiagiaairea , oder aaderea 
Mtebigea Expeaeatea aiebt ebea ae atreage yerfab- 
reo wirdf oder aiaa macbt'die Katwicbelaag darcb 
, I^ffisreati^I-Recbtiang, was \f eaigsCieias aicbt element- 
tar ist* Die EatwidcelaDg der Logarithmea uad 
ExpoBeatial«6ro£sea baadelt maa i^obalicb aicbt 
akmeatar ab^ aonderp verweiset aie ia die Diffe- 
rential- ' oder Foaetioaea - Recbaaag, o^gleicb die 



♦ 



« • 



6 - 



I. 



fi. 



V 



Von. deti Potenteu, LogasritAmen 

Aa%iltaFiyfMk.daii8«lbeii ^uroHattfi ntchts aiider« Ut, 
«U die . iuttgekf^rte A«%id^ Ton^ den Polemnk. 
JMe iiiBbr' ^ricfimntare Eiitfyrtckehiii^ d«r Xiiif- 
j|(Arith«filL. dffrcb eiiia Act Voift* InlecpolalioQ aMMt 
.^kcbweig^lid 4ineI>eftnili«Q der foteiiteD Tomu, 
die giB^QtaliQb mchi amsgtoipKcckai wird-ui^d amf 
XiOgapithmm. .mit negatiYeii loder imagtoesi^a BH^- 
Mli^ .Oder eiuSi ««£ Log^eiAmeii iaagtnairer Ijo- 
(fftritbanltid^ ^pMfidt aie aicliL . Odr iimige iSSuas^ 
jiiAheiif ibwiftctien fifi3ii> odot Wm^sely Lo^ilitii- 
9M»i: Hitoc £i;(t6»eittett : vna PotenjEi oder Lio§».' 
rithmaiiden , so wie eine ^leiojbliifmiige Bebasdlluir 
iU^er 4Srp«89efi fibdtH tnao ^gevc^mlich nlchL Die 
LiehraJitM :^teheat hier wAksiet o&d ongleichfiiitBilp 
jj^n da'> ak ea ^tj^n aoUte iind swr Einaidlit gnt^sel. 
£Nriiii9« werdea au^b die hierJier^efadrigeo Eal^ 
iKtekeltrng^if ^^^mAoIicb, wednanao will, nidkt vott* 
jlaad^ gegebea. Die Aufgabe Moill^h banddt vnn 
4rei GrfiMea: B«m.'^>der Wwrsel, Exponetit oder 
Xiogaritbynfi fmd Poteos oder iiOfazitbrnand. 8ie 
bei^^^l^ «HliiiM<Af8t dwin: aiis.feirei von dildfeii dcigi 
Oi'o'Mea die :diitie zu ^den* Kun entwuMt \ 
inaa ^wohnlicb: mir die Poftaa ««a dfer Ww 
Ml und d^m Hii^oaoatopa ^ die EapoaenUal-GriEfa^e 
Oder d^fi Log^HtbmandA 4iu» 'Air Basis »)^d dem 
liogaritbmeQ,. pud den £i(pone9teii oder i^ogaHUi^ 
men aus der Basis-u^d dem l^^Hlbflmnden; alle^faUs 
nucb nocb die Wurj&el 'em der .Poteoi^ <nnd dem 
Exponenten 5 wf Jcbes ^ier Sntwickelungen hwL 
E» sin^ aber ««cte Entwiekelnngen m<%tich , ^weil ' 
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Exporu(ntial 



swet yerschiedone Arten gefttndea verden kann; 
abo bl^ilrfn ^uiige ^ 4^ yorkommeoden Sniwicke-. 

9 

. iHN«tiM^,Gr|iSa^fa vgo^ Irf^garithmen. deoAUcbar 
El JttacdhoBs <« . . . 
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• «): Ai^^df a :£iit9rft#i«lmgp|i:dap Zm umma a J t w iny dar 

.* ^fdf^' wptai? tVM^der atraagar aa b^chtao, 

«ad -dia , Eaivkjtftl^t^gaa al^mantar .D^d oliite 

iSttfiil framdw 9atBe aiMufdl^^aa^a^ 

*9> di^aitlfaa apt vanrmlUtSndfgaa. :. ^ : .. 

w 7i(^i^(inr»tta9 diiiPM 4ltiMa!b>r» «Mi4i4^ e^ h^ 

mUm ^m.^ J^AQfdlitaii abgeiabaa ift^. ipab^ 

jNipdfiva 4^ :irfrs^aliaa,i-^iia a« dia J\^mh^ n£ 

4ifi§m ^bvmk arfatdUl^ la dia#^m Siane aaU an.- 

aiqJMt nUln^ TW dM .yiajUtoutigkait 4ar Toi^pm^ 

jawdM lAtesdrudMiff dia dorcb dia^^iMjfjyvslva^ 

<kfi«tea^at|bit9hat» ivafeka dia A^sddiaii^ In ihrn 

itflffaBiiBftMtt farm -aotk 'aathallan kilananki aondai^ 

aartatiaachift Taa^aarMal^^tWiiikaa^wlGMK^^ 

dto 5&ada ieio. Dai^ha^.iti*^ '^^^^^ yi>» Aalipiict 
aioht' van%danWiakal:*F«llclia&aa, dtaJafbaamr 
ikn !da» Baitvitt dtif: tma|^aair<9li Grli«iaiiribiirT!ar«'' 
bdagaa » idia fi«da aate« CNm die WiakffI*Vii^i9iio» 
aea .aiaA aarar im ^awia^MrBatraoltt'abfMi ia in^ 
asg naSt -daa PaieaaaB, LogavUhman iiad Ei^pan^n* 
tial-firotaea varbondaa/ wia dia«a aalbat aAtav 
ciAwdei'y aUein^ ^ie siad ia aaderem Batracbt aiach 
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den Potemeitf LbgarUhmen 



-y^ieder' iitir besondere FSHe der Potentiea aWd wftr 
kommen darauf erst spater* 

Mao kaon im allgemeinen, bei dieser TJntersu- 
cbang, in 90 fero man auf achon -yorbaiiAeiie HmiA- 
tat0 koitimt , noch sagen , dass es w#nigiit€Bii vanftts 
sci^ BuuUat€y die schon oft uhd anf vielerlei Aaht*^- 
-lianden aind, noch eiamal entwidteln £u ifblMh^ weil 
•s im Gegentheil weit mehr aof'tiene' ftealdtate 
ankotbAiev tun in der Wfaft^ns^aft forttMclANiAim. 
tint aolche Bemerktiii^ ^WM iaber oSoltt in dum 
Geiste ttad Sihnei der l^aensclMlt Sckoii mit 
dem Weitei4c6mnien lelbst viekt es mkklick aiu 
und man w&re aiif ^dSof^lI «nd (^ttdt-tieachrSnlit, 
iirentt nUib^ttlaminen^hfirig^ AttCjgtilfen tuwh Will- 
Mr lind Vmehi^enartig b^toideln woIIVb «liil><to 

i^othwendf^' ZnaamiiMikaQf der'lSfils^f lird> '«iii 
iB^kkW Stett ^findet, nitwit V9Milf klUr yt»^ ^Sa iat 
in der That keiaeawi)^ sleioh ySol, >vv4iriBlam jn 
AesQltafM* g^elliogt.' Nur diejettigeo Uk\dl#$«Hief«B 
0!nd' die Wien, iretehe aelWrwiederiiiiit^lio Sislme 
«a rt^ttBA^'ftirfU^iliigea tetha^^ nid «welclw^aick 
Ifeielliitt^^b^WiiBSt 8li]fliV'*i»v«inim #0i und nfciit 
tuidel9^eBcbeken»^ IHefenij^en^ welohe liir aidi da- 
bMIM', aind in dei< Ee^el nnfinichtbar und^^d^ 
fl^r'dinfn mt gtlan^t die V^iaaenscUait an einem, ' 
'^eiij^r dem ZafiiU ttberlaaaenen Gedeilieni wenn ' 
aie Ch «Mi«boden , dorck V^be sie an ikren Re« 
anlUH^m^ geteiigt, e&xer eben ao atrengen Vntern 
imdMin^ iMtterwirft, 'wi^ die £ntwtckelung>eii nnd 
8i»!ir^iie der Reaolttte^a^lM^ fteaollate alleiii kSn- 
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lind MxppherU:ial-'\Gr ossein. 

\ 

nta 'fa#ebstei» dann eine yorherrtcheDde WidUlf^ 

fceit habeo, yrenn ir^end eiae Kanst oderGewcrbe, 

oder^irgend eia Lebentbediirfbits Rath und |I1Ufe 

bei der Mathematik sucht. AUain audi adion nm 

an Raith nnd Hftlfe reich^u seiA, bat Diese Ursadi^ * 

iitr ein weniger fluftiligeB , besUmmteres GedeUim 

%VL aorgen. tJnd noch bei weitem Wichtigarifttbid.daii 

EntWickelongen das WU in Riicksicfat dea luRieraa 

, ZweclEea der Mathematik , dar allgemeinen V^r- 

standes^-Bildttng. Sie ist urexiig sa diesem ho^eren 

Z/wecke geeigtiet, ^enn eiHe getian^ Untersiu 

^oBf • dea ' Zosammenhanges der - Sataa taad liv 

, gische' Re^liMaiMigfceit der Sntwiokeliingen JEohlt 

& wilir^e nor eine mangelhafte and «elb«t vnMblH^ 

I Uebmag der Denkkrllf te entstehen, vezm viAn dlei^ 

; Krfifte bloaa'^daau anwenden wollta, Satse m ent- 

I ^ickeboy ohne den tiefeq;! Sinii der Wistenschaft^ 

' aemttoh «ohne nadiKuweisen, ^e dieselbe Tolbtan- 

Hg wie in eiotem Keime im Verstand^ Utgt 

and nut der Anregung bedaif, nm a ich telbst, ana 

ftich herans, ins TJnendliche fort zn entwickeln« 

Die Denkkraft 'wiirde an solchen eifizelnen Satzen 

Cjleichsam anfgcrieben and also nicht gestarkt^ spn- 

dern vielnrehr yersc^wendet werden , woven Bei* 

' ipiele den Beweis geben. Man nennt dann di^ 

Mathematik mit Rechl( schwer* Sie ist es in der' 

ThattLberall^ wo es ibr an innerem Zosammenhange 

'■ fehlt nnd der Verstand sich nicht dnrch sich selbst 

aUein fortbewegt, sondern der Zusammenhang der 

Scbliisse Uberail durch Answendiglemen nnterbro- , 
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1 

Von don Fotemnn^ Logarithmgn etc. 

^en Werd^n muM. Pie Mathematik MriK:d .in ei- 
Mm solcbeo jZuatande eioem gesunden , frei alcb 
i^ewegradea Yeratande £a einerLast, die iho driielU 
fnodialmattet^ ai^tatt ihn sa erfreaeo fuid mi 
>iUirkeii. Wabrlicb!. -so laQge dieae WiMmschaft 
sur dnd Sammluvig' vOn einsploan SatMn seio "wiU^ 
m%&fpaa di^se nodti iki tief und ainnreich.^^ia, i^ 
^•ie nicht Lehre und Bei^iel auf dem W^e wiT' 
lYadieheit, sondem yiebnehr Lebre wd fiei^piel 
«in«r jianreichen Vorwirmn^f £r#t dapdi'die 
Xumt 4€r Wmtmchaft^ vrann der Aii^rpck erlaa]yt 
My wat ^leichsam durch die Critik ibre^ Vyeaeof 
.iriMl aie virkfidi liitr Wifisensdiaft uHd man hi^m 
Ipeafcehea , dass ibr dieser wicblijpe Tb^ Ui^ieb ^hH/t, 
^w^iigsleaa j^flegt deraelbe in deo Lebrbiidierii ftoch 
^eni^ 8i<^fbar £u ^ein , m Uar er aoeh B»mi den 
Jblbemat|kern voradbweben mag. 

. Axu diesen RttOktficbten acbeint der gegwwHt^ 
tige Verfiucb einer solchen critisdien Behandlang 
an detn vorliegenden .6egien«taiade ent»diii|digt 
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Versuch -einer systemaiiseken' Th&oi- 
rie d^ 'PotehzenttjOgarUkmeh una • 
M3(y)Qnetttial'fir^^ssen* .. < ..^ 

> 4 r , • . ^ ;«•.'. • 

I ^« . f ' . • • • 

s^immte ErklSrun^, Beiiejinung> and BeseioluiiaA^ 
des Gegenstandes von Veloheia die Rede ist 
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Definition 'der Potemsen y- Ij6gnritbmen and 

Exponential'' Gpifxen. 

Da9B man Potenscfn nioht allgemein als Prbdticte 
gleicher ¥actor99.belracM^n kanop ist^ioliott'.obflB 
bemerlt!;. Wens nemlkih u irgend ^ine Zah^ be- 

deatet , so liaben s. B. u^ oder u? ak Prodncie 
gleicher I^ctofen gar keiaen Sma, ^eil man eine 
Grdsae nicht | oder | mahl mit sich selbst multi- 
pliciren kann und die ErklSrjiqg -passed alleip dann, 
wenn der Exponent eine gann^e positive S^ahl ij»^ 
Indeaaen giebt der Fall^ in welchen Potenzen ixxc^ 
blosse Mnltiplikation entstehen^ AnlMS xu dem.al^- 
gemeinen Be^rifTe dieser Grc^ssen and dem A}gQ- 
rithmas derselben. ,, , 

Man setzo nemlicb y .man sei ilbereingekoiP'' 
men ein Product z von y gleichen Factoren u, wo 
y irgend eine ganze positive ZabI und u eine be- 

liebige Zabl bedeutet, also die Grosse 

» * 3 y 

M u • u . ti . . . • u ss x« 
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Definition der Pbtenzen 



prdaung^f - Zahlen . der j^ctoren bedem|«a^ durch ^ 



i/T si X 



2u . beseichnen 9 so Uasen nich^ wie leicht xu ^ehen, 
die, Eigeaschnften welche ein tolcbes Product glei* 
Cher Factoren hat^ wenn A irgend eine imdere po- 
^fiEve gaiMie.Zabl ist, aiif fia^eitd^ Weite aua- 
4riicliefi > 

2. (a*)ys= uT.AT und 
5.. (ux)*^ s=s iiTk : ' 

4. ttf ssuj 
de^n ef ist^/ 7 , . , , . . 

la.yia k. .123 yfk 



zwdtem 






r a. 



yi X a 



X a 



X » 3 



dr&r€V((i.u.«.ii)(u.u...u)«,«(a«i4«..i4)ssii.u«u...u 

Nun hindcrt Nichts, jvilMrlich eine unliekanDte 
Grosse z, Mmer den nemlidten Bedingur^tn^ auch dann sa 
HvcAen Had »u entwickeln, daB heisst, ihren Werth 
dUrch K und y, und dann auch \ielleicht umgekebrty 
durch u und z, oder iz durch y und Zy karz ein© 
der drei Grossen u, y und z durch die beiden iibri- 
gen filr den Fall auszudrftcken, wenn y nicht blosa 
eine ganze positive, sondern allgbmein irgend cine 
beliebige negative^ oder gebrochene, oder trans- 
cen)lente, oder imaginaire etc. Zahl, kurz irgend 
eine beliebige Grosse i&t. Verrichtel nf^n die^e 
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Logarithm, u. Exponential-- 

■ 

^twickelim^ 00, dass sie durchan« nicfat Ton der 
Natnr der Grosse y abhan^, tondern Statt fiadet, 
y mag^ lein vras man immer will, so mass Eogleich 
Alles was m^in findet von selbst anch fiir den ohi- 
^n Fall passen, wenn y eine ganee positive Zaiil 
ist, wcil diesen Fall die allgemeine Bedeutung yon 
y nicht ansschliesst. Will ni3n also, willkiirliob, 
eino yon zwei andern beUebigen Grosses abhfin- 
gige GriSsse, nnter der Bedingnng, dass sie f&r den 
Fall, wenn das eine der beiden Elemente eine ganze 
Zahl ist, in ein Product gleicher Factoren iiber- 
geht, voranssetaen and dieselbe Votenz nennen, so 
darf man ihr nnr die nemlichen Eigen^chaften bei- 
legen, die einem Prodncte gleicher Factoren bu- 
kommen ,und ihren Werth damach entwickeln. 
Oh me Molche vorauigesetzte Grdste txistire , das Aster, 
oi uusser Producttn gleicher Factoren noch andert Grbtun 
tmiaren^ wdche die nemlichen JEigenschaffen habeny vrin 
disse, M|gr die EfUwickelung selhsty ob sie nemlich, wemi 
der JS^^nsnt lone game Zahl ist , etppas Mbgliches eder 
auch nur Uwom Batlmmtes giebt, oder nichu 1st 
dan was man findet anch nnr bestimmty so giebt 
es, YoransgesetEt dass die Entwickelung richtig ist, 
nothwendig Gr^ssen wie die vorausgesetste, weil 
die entwickelten and die anentwickelten Gr6*ssen 
nothwendig gleichi^itig existiren. 

Hiervon ansgehend kann man von PotenEen 
folgende bestimmte Definition aufstellen. 

, Es bumchne /(if, y) pdcr u^ o'/ie Grosse die von 
dm hetdm beli^igen Grr^ssen u und y ouf eine noch 
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ihJinitioH der Potenzeftt 

I • 

chen J wesentlich^wtil alsdantt im erftenfall li^^dnrcli 
-wiedi^faolte Mnltiplicatioo mit ^ u ^berecfanet w«r^ 
"dM^^kann^ im letzten nicht. Dieger Unterschittd 
£ei^t sich dann auch an dem Usnstandexioch deM-i 
lidier, dass, im Fall y eine ganze Zabl ist, it'^ im* | 
met nur einto eiosif^n Eahienwerth hat, biage*] 
g0a iir«iitt y ein. Brnch oder ^ine' andere Oroaa^il 
i«t, mehrere and selbst unendlich viele Werth^-^ 
baben kann. Man hat, wenn man yon der allgi^ 
mtbua Entwi<ikelanj^ ansgeht und darana die Re«V 
gain fUr die fierecbniuig des ^Zablenwerthes Ton^ 
ii7 allgemein sucht, den Vorfli'ei], liasa der Unter-> 
schied der beiden falle verscbwindet and die nem-*^ 
libhe Kegel, welche den Zahlenwerth- Ton u^ fBr 
ein beliebigea 7 giebt, notbwendig aoch den Werth 
fiir ein ganszahliges jr geben moBs , weil die allge-* 
iMitte Entwickelang den besonderton Fall mit nni^vj 
fA9$L VerShrt man-andjera and veraiidit von dem, 
besoaderen Falle sa dem allgemeinen aafKOsteigen^ 
ao kann man ohne neae willfclUiiche VoratOi.* 
aetsangeii nidit sa einem allgemeinen Aasdrucke 
gelahgen, weil allgemein ii^ wirklich njcht 'ein'- 
Prodod gleicher Factoren, wie fftr den betondeni 
Fall, ist. ^ 

' " Eb ist £War vollkommen richtig, daaa alles \ 
R<Mlin«n am Ende anf Addition, Sabtraction, Mat-'i 
tfplication and Division hinanskommt, aber'fllrl 
die be3den FiSUe der Grosse uf , vvenn y eine ganse^ 
ilnd eine beliebige Z^hi ist, Sndet der m9tntliclu\ 
TJiilerachied Statt, dat^ im ersteh Fallt der 2afa- I 
. Ifinwcrth 
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; Logarithm* ju, Exsponential'Grdssen, 

\ lenwerth von mT durcb/ Multiplication allein, im 

iletsten Falle nur darch die vier Rechmmgvurten 
sosammen gefanden werden kanq, neznlicb dorch 
Reihen. Die Grosse u^ init einem ganszahligen r 
ist alleioial nor cin eiiiKeln^r, besonderer^ der all- 
gemeinen Bedingung fiiru^ ebenfalls genugthuender 
lall des allgemeinen Ansdracks uJ ^ ungefahr sne 
der Begriff einer graden Ldhie ein einzelner Fall 
des Begriffii einer Liihie -iiberhanpt ist. In diestai 
Sinne kann man sagen, dass eine Potens, ii^rie uT, 
die erste Art einer abhangigen GrUsae ist^ welche 
nnter Summe^ Unterschied , Product oder Quotieh- 
ten allgemqiu nicht gebort,' die'aber dief iBigen* 
schaft hat, in ein Product iibersngehen y wciiin 
: J eirie ganze Zabl ist. " • ; 

TTebrigens lasst sicb atis der Definition leicht diet 

' bekannte TJmBtand nacbweisen, dass man Grcjssen, die 

I Bicbt sowohl Prodncte gleicberTacforen sind, sbnl 

dera. selbst erst als Factoren betracfatet, durch wi^dei*- 

holte Multiplication mit sicb selbst, eine aiidere gege- 

bene Grosse, oder ein wiederholtes. Product geben^ 

f namentlich Wwzelny als Potestaten mit gebro- 

' cbenen Exponenten scbreiben muss. Denn wenn 

man , z. 13^. eine Grosse ^ hatte^ yon yr^Ukefr be- 

kannt wSre , dass sie, m rml miC sicb seljbst multi- 

. plidrt , eine andere Grosse u ausmacht^^sa.iriire, 

wenn man z durch/u beseicbnet, : > 

I fu.fd....fu =siii - ' 

oder, vermOge der allgemeinen Be^icbnungsart ti^ 
nes Products gleicher Factoren, wie bier, 

[2] 
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Definition derPotemmy 
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W<dl(9 VMii nuA nocfc atatt des / Hnen fizpoaen- 

Abet* ^veriaSge der drittett ' Grandbedingun^ ist 

also iBt ttotWteniig pm^^^ und folglich p cs — , 

,■-.••• 

initbin )^ann man fijLr x^sfu ss u!,/ imr j 









8. X s=i u^ 






Ware .din gegfbene Gira«9e.t veA der Art^. 
class., sie, ,mmal mit ai^cli s^st mulliplicirt, Jiicfat 
sowoU tif sonderd «in Prodoet von n^eichen Fac- 

iQ H^MUtr «tatt ddd'/ cineaEfiKNmn^' 
ld9ci * ' ' 1 pm sa» h vitd'^tglich p ss ^ ffii^n- * 






'*'u Sb«il'fiib IStf'st sich lelbBt ifiei^eii , da6# man dii^ 
ttkb€i!^, iU PotJbs^t niit dem E^ponenten NnB: nni 
^libSemett^^der ^iiheit ^nrch beliebijg^e PotestStenj 
als die nemlicfato Poib'stiiten mit nc^ativen Sx^ 
poneoten schreijiennnjiM^ .Dena dteerste Grundg^Iei- 
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« .tarn i^M^M^ri 
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Logitrithm. u, E^ponential^Grdssen, 

. • » 

1 

11. -= == tt-y. « 

80 |aMt sich der Bc^riff voa PotenMn deut- 

lieh ' und allg'eiuein feststelien. Das Verfahren 

lilt kelo anderes und ea findet dabei nioht mehr 

Vorauaaetoanip Statt , /wie bei allea andera Fiflleii 

ier Rechnoa^, aalbst der einfadbaten. Denn ei 

lommt is der Tbat niei daranf an , ivie mt Grdu^ 

knchmi wird und die Definition kann nie von dem Accft- 

nmg9 ^ f^erfahrefi au^ehen^ ionderny uwgekehrtj da$ 

RtchmmgS' Verfahren wird erst durch die Definition he^ 

ttanmt. Bffan atellt einen Begriff allemal mttkiirttch 

tet mid erat waa daraua folgt giebt die Re^ei fiir 

die Kediinipg. So entstebt 2* B. der Begriff von 

Sunme, Unteraichied, Product und Quotient nicht 

m dem Bechnuags - Ver&hren mit dieaen IWngen, 

80nde/*n dieses ana jeQem. Eine Sumnve x-j-y eweier 

Gr&sen x. und / ist diejenige Grfisae, w^lche die 

Sgeasdiaft hat, doss ^-|-y » jK+« itt* ^a Vn^ 

tersijlited y^«*«c nwevsr Grtf^aan y-^x ist di^ Grdbs^, 

irelcke die Eif enschaft hat^ 'dass (y*— ^) 4" * = /^ 

Ba* Prodtid xy JKweier Grusseii ds. und y ist' die 

dritese^ welche die Eigensofaaft hal^ dass xjr ±s yx. 

Kn Quotient ^ sweier Grosseii x und y ist die Grosse^ 
^ welcbe dita Kgensehall hat| 4asa ^\^ ^ f « '^^^ 
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Vondfiii Bcn^nHungehbei Ftfliemm, 

ans diesen GmndbedhigaBgen folgen n/Zgcmcm die 
Rechnnngs-Regeln mil diesen Grossen. Sie indivi- 
diiaUsireB und modalislrea aiok in VSueni in mM^ 
chen die allgemein bezeichifeien Gf$6seh ' ganze 
Zahlen sind. 

Von den.Benennungen bei Fotengen') ett. 



I 



• r 
I. »• .1 



iO 



Wir kommen,' nachdem Mrir die dig«m€iae^&r« t 
USrang deV Potensen festgeatellt babeo, sq dcrn' 
Benentiangen, die ebenfliiild der bestimmtefften-Feife- 
•tellnng bediirfen,. weil Worte die' Ueberlieleref^ 
der Begriffe. nnd also bestimmte Begriffe ohne be*- 
atimmte Worte nicht moglich sind^ . 

Sine Re^el bei Feststellung von Benennnngen' 

. ist unstreitig, da«s man ron einmal eingefiihrtM 

Benennang«n so wenig wie mogHch abgA^ muM. 

Es kommt also nicht etwa auf neue .Benennnx^n, 

sondectt. nor auf die Erklarnng n^d die bestiiiimte 

Ffistsetzang des, Gebranchea der vorhandeden ^ab* v 

u.. I. ;Da' eia wesenflieher Uateraehied dsr -Be*' 

. '[. reebnntigBaxt; des Za^leiiwertba dar fiMflun i^* 

« l^tati; fiUdety KTenn y eine ganjg^y .iind.«)eiin es' ekie: 

beluebige ^Zahl- ist 9 so |k)lgt^. .daes.j^siiviebigslbdBS' 

.^ gut Uftf'j ^ann- wan dWei : vtxsckeideiie. fionenhi 



nsmg^fk fiir 



be|d^.;£atte but. 



kMftfti 



>'! 



die Grosi^e z =; iiV, im Fall y eine ffanze Zahl ist, 
JPoUnZy und -w^nn / keine ganze Zahl ist, Dignh'at 
nenri'eii'r AHe^ difeafe tJatetcdifeidnng stih^iht -nicRf 
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Logarithh, u. EocpoTtenital-Grdsien^ 

f 

suflihren , sondem nor den Begriff, der mtt dem 
Worte yVnrzel verbimdeii lyird^ bu modifioirany 
mmlich dafunter inmer die Gr&se u zu Veratehen, 

y mag Boin wns man will, 00 dais aka m; B. wenn 

■ i 

II* ss z wKre, nichl z die dritte Wurad TOn X 

sondern vielmehr u die^Wursel von Z8einwiirde« 

Znm Unterschiede Yon dem Falle, weon y eineganse 

Zahl isty kann man in dietfem Fa]Ie u^ den 66« 

branch bei der Potesf&t na€3idbm€nd. rafionak Wur-^ 

ni nennen* 

•f , - • 
Man bat also nunmehr folgendes l^cbemjB|. 

In der Gleichung 

iieiMt 

2 allgemein Potutdt der Wtirxel u fiir den 
£xponenten jy oder^ kiirzer: y Potutdt von u 
(nicht yte Potent von 1/, well die«er Aus- 
druok an ein Product von Factor^ii erinnert^ 
welches nicht immexi.Sjfcatt findQt). 
Ferner heisst 
< t Logarithmand des Log^ithmen y fiir die "BoxiM^v^ 
Oder kftrser: n L^iif^mdM ym'f. - 

2Smittns: -_ L :."".^'l-/"" 

y heisst JExponenr der J^cns/ ii in der Pci€9t8f t, 
Oder kiirser : s Expoiunt voa li> Deiigl^hen 
heiast ' "• '•♦ " ■ •-■ ■ * 

y Lo8€urkhmu8 des ikiSarjEtfaiiaiid^'X^f^^ 
II, Oder kiirser: u logmifivrnm von «• 
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' jSezeicAnUngen dir PotestMen; 

- * » 

IT hfMH fVurzd 4er PMttdf t ffir jtea JEacpoiien. 
' tan jr^^AdervkuFflier: y /iPur^ d«r iP<^^Uae'%. I 

^ ,«*..-?f»f ;4ef logaritbmmdtn « fiir, dea Lpg^rkbrna j 
/, Oder kttrztr : x J^asis^ d«^ L&gmriilmm r. , i 
*?*.y.SM»« gan7!e,Zaia, «9; .setae maa ubcraU den J 
Worten ?otestSt w^ Vjrurwl , iuch. wenp trnni^ 
^iU, den Worten hifpfitbrn^ai^ ^o4 BmJs dasl 
Wort roriono/ vor. Die Benennang ExpoAcntiid- ' 
Crosae fSllt b«i dieser Einrichtnng weg. Sie iat: 
in der TTiaf wenig angemessen , und das Wort 
Logarithmand vertritt aehr gat ihre Stelle. 

ron den Bezeieknun^en der Potestdtenf J^, 
garithmen und Logarithmahdm, 



^' " • 



( ».» 



., .. . <5» 

\ywf koinmcn ferncr. to d^n B^zeidinm^en; 

I. Dep(6ebriuch, die/PotertSt der Wuriel , 

II dutch < . I 

•••;'••. I •♦.!". K7 U - "' i 

to. bewicVftij, ift ,aig„g«to .eiagefiihrt and eben ; 

•o pa«8ead al< einfach. Es skd aber, dabei fol- ■ 

««»4«,?.WVyk'WSfi»,«B «,achen. , ' ; " j 

' *^<«. hat MuKcfa^. ,^B y rine gaaee Zahl, 

Oder i*r eine ra//ona/« PotestSt iat, uT nttreinen ' 

hingegisa ^ keitt^..^^,^, 25ahl, aoadeni «. B. eia ! 
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Logdrithmen uhd Ldggrithmanden^ 



^ 



Bracb -^^yfo^j^ upd .a*gaose Zahlea be^eal^n,- to 

luit ii7, wnwiiMMieM'Vftnh^. Unter den^elb^n 
md, * iui Fall k eine pont^e ;6r«sffe und n eine 
grad^- Zaiif ^st, imvier . rvrei realle, gleiche tind doa 
Zeicfaen >adck .eiitg^geiigaietttta Weftlie', nnd swat 
fans imagiaaire Wertlie voa' der Form q Y^^^tj 
^wena -u^ EOg^lei^ eiA Tielfkdiaa VOn 4 i#t. Dia 
i UjiTigen' Wors^In Hind tOft der n>tm ? + f^— >> 
d^ hfiiat, «ie^ habeii sSinmtlich: eiii€n reeUati und 
; €ih«o iitiagiiiairaD Theil. lit n eine ungerade Zali 
imd II' positir, *80 hat k^^ miter sainen n Werfhto, 
blo^e einea ainaigeti gans reellenWerCb; aiie&bri- 
gien »ittd T^^derForin p 4* ? V^-*-i- fct u ne- 
atly uad a gnde^ so' hat u^ lieiiiea reellen W<nptfr) 
Bonderti ifiater selnen n W^sttliett, ndrim Fril 
n •-« s^ ein Vielfach^eg von - 4 i^ , -zwei -glei^hcs Quid 
d<9 Zeichen >ach eatgegengeM^tste^ gans kntfgi^ 
, wdre Werthe^Won der- FomI tfV— i; dio-iAri^ 
gca 8ia4 von der ^Fonn p 4* 9 ^ — *• I^* enfflich 
f negativ uad n ttograde,'80 hat a7 einen einaigaift 
gans raidlen WerA^ alia' iftrigeii 0ikid voai' dar 
*;Form /; 4*''9 V"-^4r* J». ja4em Falle hat «», Oder 

tf*, a we^entjich verschiadene Werthe. Ist y eine 

irrationale oder transceadenite Grosse, welcheman 

sich als einen Brnch mit unendlich grossen 

Zahler und iNenner vorsteUen hann , so hat uT 

,-,."'•.••• ■ ' ' 

unendlich yiele verscbiedene Werthe. Eben so 

wenn y eme ifliagin^re Grgsse iat. AU^s dieses 
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Settickniij^ 'der Po£^taien, 
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li^'die > Poteisffll der •Wtora^l u' und * 

• ». . » 

den tt'Ldgarithmanden Von y 
bczeiphnen. * i 

-- fa'dcr ttcgfeF ydA aie'se'Uhtertfchdidting nicht ^ 
nothwendig sein; - Eft Ut iiideftsen i^t,' wenigsfenft i 
tin IVfittel zu haben^* ne zu be'seidlfii^^'^tikn daVon j 
^eldgenOichy wemi es er fordetfich irt, Gebraacli J 
in maclien. " *— • ' * \ 

' II. Dett Logkrilhmns' dnW Gr3s»e, abo did '; 
&*fi8se /, in der ' Gleidhnng uy cszz, bezeiditiet 
tnan gewohnlich 'dnrcfr das -vor z gtisetzte Wort 
logy abadurcli y sslog'x. - Dtese Bezeichnung ist 
aber <rffenbar nnvolbtSlndig" liiid unbesthnrnt; Aehii 
^'Qt68^ II, Von 'weftrlier*/ cbcni Ao^SvohliaU Yoa 
z aHiangt , wird "durch^ He- Btszeichnnng 'gat* ' nicht 
ansgedHickt y hanh fiir wdas nemliche z nnenfl-^ 
Kch Tide Verjchiedcne^^ Werthe babeh , ' je -naiS- , 
dtem* *ie Basi^ u einen aridern W^tih^hatJ Die 
B^2!eichtiung ii$t ^Is6 uttzureichend ttnd' eben eH 
mahgelhdft/ ah wenn man z. B. die jPoteatat ron^, 
dfiftt titifSh u^,' durch y,T odier sonst anf irgend €dil^ 
Wcise,*^ohne w, bczeichnen w<xllte. 'Diesei' Mangel 
rflBtt* .tielteicht noeh atis den effiten- Zeiteh ^r 
Anal^fty arid disr Erfindting' dei^ LogarStbinen -bei^ 
Trdinan stiUscfiweigeiid' u^ler Ldgarithme den Bri^-* 
^ftdien lj6gsrithmtn, devftfen^ BUsis lo /ibt , abo die 
GrSise*/ in dfer Gieichung #0^ 's= z verdtand^ ita 
Richer Gleiehilng '^bo dieGrdssd u d)sn b^'stim'ih. 
ten Werth lo hat. Man war «an z\rar, ab min urf- 
ter'den unzahligen Logarithmen, die muglichsind^ aiis- 



4- A ^ 

. • . 1 - 

4er.denij«aig;9|i nit clpir ftW^ ^9»il>9cb ^n flopeoA^ub* 

ten natiirlichen oder NeperscheQ Logarithmen, *des- 

aen Basis, die man ihit e Fezeicfanet? gleich 2,718... 

ist, bemerkte, genothigt) vrenigstens diesen £u un- 

terscheiden. Man bezeichnete also den Br^gi^ 

flclien Ijogaritlimen durcH liog/bdei^ log nnd den 

Neperschen Aurch ylg, oder 1; alleiii fes ist leicht 

einzusehen , dass diiese Art xu distinguiren Tbeils 

uicHt' zurefcht, Theils wnikurBch und ifolglich 

immatnematiscb 1st, ihdeih es niclit zwei, Pondera 

anzahlige' Logafithmen Von einer ii'nd 'derseibeii 

Zabl giebt. Die gewohnliche Bezeicbnungsart kaiiii 

I Bicht danxit entscbuloigt werden^ dass in d^r Regc! 

I iiur die beiden Arteh von Lbgaritlimen , sdie Brig* 

giscbei^ und Neperscbeh, vorkommen:' Ifeeses ist 

nocb^tens da der Fdll, wo die Matbematik fur 

I irgend ein Lebensbediirfniss angewendet werdea 

soil. ' In der Malhematik selbst, und iiberall wO 

man dem/ Cegenst^nde auf den "Gi^and gehen'will, 

kommeii a^erdings alle uur mogliche Logaritbmferf 

Tor und es ist also, Venn man hicbtdiircU Wdrlfe 

die man unniitzervveise ' statt elnes kurzcn Zeictens 

za setzeii geiswungen wird^' in Ver\virrung , we- 

nigstens in 'liunkelbcit und unnutze ' Weitlluftigi 

teit geratlien Villj durchaus hothig, "eine BBZeicH- 

nttng zii babcn, die den ^Logaritbnaeri ' fl/feeifncin', 

fl&o die.jSdm fnie ausdruc^i^ Icb bab^ friihcr, *na- 

mentlicb im e'rsten Bande meiner 'SamuiUng ma- 

theinatiscber ^ Abhandlungen , Berlin * bei ' Maurfei^ 

1821^ S- 267? vorgescblia'gen ,^ dia Basis ' iiber dais! 
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Wbft lo^ zti setBeii y iibd also i. -B^ dftl Gra»se 

J in der Gleichung .x =s u^ durch y = log & 20 
beeelchnen^ Diese BeKeichndng driickt allerding's 
aus, was notbigist^ allein sie ist nicht die conse-? 
qujenteste und besta* Ich. kann meinen eigcnenda- 
maligen Yor^cblag nur^mit der^ bekanntlich leider 
so allgemeinen^ fast uniiber^ndlichen Macht der 
j&e^ohnheit, die so mancbe^ Gute suruckhalt, eat- 
schuldigen. £s ware in der Tbat wunderlich, wenn 
man sicb^ wahrend man in der Gleicbun^ x = ]r 
t^otestat yon u^ das was die Worte ausdriickeo 
kurzweg und passend nnd zweckmassig dnrch daS' 
Zeichen uy andeutet^ um aus dieser Gleichiing 
uj = X eine andere yon den darin yorkommenden 
^rci Grossed u, y^ z auszudriicken , eines eigenea 
Wortes bedienen wollte ^ ungefabr eben so , als 
wenn man z. B* die Abscisse einer Cunre dnrch 
das Zeichen x, . die Ordinate aber keinesweffes 
durch ein blosses Zeichen , , sondern durch ein 
'yVorJ:^ z. B. durch Ord* , bezeichnen wollte, gerade 
^Is oih die Ordinate etwas yor der Abscisse yoraus 

■f' *,' ••^» i, 

hatte^ oder.schwerer, oder weitlauftiger zu be- 
greifei, ware, als sie. Dergleichen Inconse^uenzen, * 
so UQichuldig sie zu sein scheinen^ sind in der 
Xhat^ vahrhaft wichtifi" und yon den bedentend* 
sten Fdgen, {^esonders fur den Unterricht Wenn 
nemlich der Lernende sieht 4 dass der Lehrer mit 
^inem Oeg^nstahde kurz yeriahrt und denselben 
durch ein Zeichen afifertigt^ so bekommt.er na- 
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hogarithtnehund Logarithmanden* 

tdrlich Iffath and dieser^ iib^rall das aichersle 

Mittely daa'Ztel ku erreichen, bilft ihm £u gesnn- 

. • ' . ' ' • ' ' ' • 

der * nnd richtiger Einsicht Sieht da£;egen der 

Lernenddy dass- der Lenrer einen^ wenn aach 

iioch so nahe nut dem vorigen'zusammenhangeii- 

den and damit verwandten Gegcnstand umslandli- 

cher behandelty und eine Auszeichnnn^ fiir den- 

selben/ scbon in der j^eseichnang^, n6'thig findet: 

wai Sanders bann er glauberi, als dass dieser 6^ 

genstand von anderer und' verwl^ckelterer Nafnr 

sei als der erste? Man darf dkber, wenn man 

Gonseqaent sein and dnrch die Ziehen die Dent- 

. lidikeit der Begriffe bf £8rdern j liickt sie vermin* 

dem 'Willy keineswegs den Lioga^ithmen iH)quig9^ 

wd80 dfiTfli ei|i Torgesetetes Wort^ j^ondern man 

nam ihn nothwtndig ebenfalls , gane , wie .die Pot^- 

stat. bloss dnrch eine bestimmte SteUnng der in 

Rechnnng kommenden Bucbstaben andenten^ am 

hicbt den Verdacbt eines pnterscbiedes su erre- 

fgesky der nicbt Statt findet. Wie dieses letztere 

gescbeke, ist ewar, bis anf das was scbicklich 

nnd gesckickt ist, willkurlich^ allein cbirch e}he Nosss 

Stitlung der Suchstaberij wie bei den Potestaten, nickt, 

am es sn wiederholeO| durcb ein Wort, oder der- 

gleieben, fnuss der Lpgarithme bejseichnet vrerden, 

aus dein Grande, 'well er mit der Potestat. innig 

siuammenbangt, gleichsam nur eine amgekelirte 

PotestSt ist. 

Das nalurlichste ^cheint zn sein, eben yrie man 
bci der Poiestat den Exponenten, welchcr die Ne- 
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MezdcHmuns der 

■ I ■ 

bpngro&fie ist, in so fern^ die- Wurzcl ak die^ ver* 
aaderliche betrachtpt wird, reclit;erl\aad,..etwft8 er- 
hoht an die Haupjtgrosse , die Wur^sH «et^t,'.b«i ' 
den Lo^arithmen die Bafl»s welc^e lii^r die Neben- ; 
grosse ist, in so fern man .den Logarttlimandeo I 
jwie gewohnJich als die Hauptgrd'sse^ betra^btet^ j 
ebenfaUs etwas erholit. neben ►die Hauptgrosse, un^ ' 
zyrSLVy zum Unterschiede, $ta(t auf die.recht^. aiif 
die, linke Seite m setzep, also den. u LoWrjtb^ •i 
mus/von Zj wenn derselbe^ heisst^ oder d^e Qr/fsae 
y aus der Gleichung^ixy = ;&, durch 

( 

ztt ^beiieicimert , so dass also, in VerglcScSuxng mil ; 
den altfen' Zcichtftn, ' " 

" '"' 'lo"^' i'fTur* di6 Basis u) oder kg z re ti£ ^* 

biese Anordnnng ergicbt sich, was das Will- 
liirliche dabei betriffl, so natiirlicU und v,on selbst. 
dass man, wie es scheint, wenn man vpn Dem 
ausgeh*, was die Natur der Sache verlarifft, nicht 
leicht ^uf eine andere verfallt, und was den Al- 
g:orUhmus betriffl, soist die Bezeichnuns so voU- 
standig.. nnd zugleich so einfach und analog mit 
der, der Potest;at/ *^ie man sie nur wunsohen kann. i 
Das Zeicheii 'V W (in so fern, wie^ bi^ jetzjt im- I 
inet deir Fall war, die yiqlfechheit d^r Werthe 
der Potestaten noch nicht in Betraoht. gezogen ' 
wird) auf das vqllkommenste bestimmt; denn der 

Logaritnme d^r &rosse x fiir die JBasis Ji ist ein \ 

" ' ■< • • •'••.« •• 5 -' 'f (' » .... ^, 'ill •"•»n i ■• 

voUig 
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t«Iif l>e«tiinmter Begiiff; IMe Be«Mclh»t(ng i^ 
also einfach; analog, bestitnmt iind volkl^ndig; 
d^her werde ich mich derselbcn liinfort bedienen. 

Die Ande^tnngy ob z odcr u die Hanptgro«se 
lit, kann, wo sie notjiif ist, wleder^ wie in (!.> 
.dadarch geschehen, dags man die Hauptgrijsse 
in die SchrifUeile seUt^ so dass man also, wenn u 
diej enige 6r(>sse ware , Welc&e als veranderlich be*, 
trachtet wird^ y ^==^ u^ iscbreiben tnuaste. 

£s wiirde also 

m {^ den u Logarithmen des Logarithmanden % and 
( ii£ den z Xtponenten von u beseichnen. 

In der Regel 1^ die jBwiefacbe Be^eitchltiing 

nlcbt notbig ^ jsondern nur die erste* Did £WitfM 

kpnimt nnr Tor, w^nn eine • Unter^cbeidong^ nn« 

•tmigMnglich nothwendig ist$ aonst fipdet immer di^^ 

erste Statt* 

m.' Ffix* den Auddrnek der diitt^n Crffd^e u 
in der Gleichung u^ ss % ist elgenilicb^ in $0 fern 
kein besonderes Zeichen notbig^ als ans der drit- 
ten Grnndbedingung far den Za^ammenhang der 
drei' 6r(>8sen (fO nemlich aas der Orandbedingang 

(tt^ aa tti"^ bs t^, wenn man «- itatt I ftetsti u '^ 
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ts u t£s X y Iblgt 5 so dasA ftlsa auf der Stelle u* 
aticb als Potestdt yon X aasgedriickt werden kiinn* 
Indedsen kann ein besonderes Z^ichen dock In 
manchen Fallen seinen Nat^en babeni £. B« w«il 
^1 wie wit seben warden ^ niobt unbedingt no* 
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Mezeicknung dut 
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tMs UH^ u fthl PotiMl^ Ton i&^ nach At( G\tvA»m% 

li = Xr^ £U entwickeiil, aondefii aucttnoch and ere 
Entwickeluhgen von u Siatt fidden ^ die nicht nn- 
miitel&ar aus di^serCleiitihiingfblgen. IVTaii kontite, 
in di^sem Sinhe, in den Fallen , wO ed tiothig ist > 
die GrOsse u in bei^eichhen ^ etwa > das Zeichen 
der Poteisiaten nnd Logarithmcii nachatimend^ die 
* Gross^ y uber'i setzen^ nnd wiedei^ttm die Hanpt- 
griisse jedesiiial iil die Schtift^eile stellen* ^uf 
diese Wei«e warden ^ . 



i4. 



z 4ie y Wtit^iiei der Pote^tat t nnd 
J die t Ba«id de^ Logarithtnen y 

bfeeictuidtti 

Die^e^eicliiliing d^rf^ wle g^sagt^ nnr ge- 
braucht werden^ wo eine tJnterscfaeidting ton der 

Grosae tl s==: ;&^ nothwendig; nnd nuUlioh ist. 
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Entivickehitig der PoiestSbtftti. Zo* 
g'aritkmen und hogarUhmtindm^ 






b, 

Voratehduded War0 nun ^9S System der t)e£t4tia« 
tien^ BeAe^uungen un,d 9e2eichot^^.^ndef drei, duroh 
fie Gleichung u^ ffi 2 uud fol^ljlch tx^t^ die ir^ef 
: GrtiiidbcdiBg^ti je<i C5> 6, 7, 8,) mit- eiaattdcif yerbtxttft 
denen Gr^^seji ti, /»;&♦ Wir fcommw jetiit liuf tut* 
wickelimg derselben ^ das hei^At^. ^ar Ax^fiStellun^ 
: von allgemexneti Ansdrticfreju 5 trer^titiel^it urelciiei" 
lioh die Gr6s6en, jede dtii*ch die^beideti ^Qd^tiiil)^^ 
rethnen Iftssetit 
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Qbetji wurde eriniiertv 'dd6d tuwdpleii die Cnt-i 
wickeMiiSigeii iticht volUtandig; uad ,\|^^^ ^m^ ei^ 
nerlei Miethode^ oder tmt freindai'tiij^|i'Vo|!deraai;£eti| 
fc* B. die Entwick^uQg^.dei!; ,Pptef|^l;e^^ . yiclje^ht 
combinatorisch 5 odetf; iiiclit liiir. if^^JbeUeliig^ii 
£t]^oaenteti ^ dageg^en die £tittnckeln,n^^ 4er ito« 
gafithmen durth Interpolatioii oder Differential' 
Rechnimg^ nnd die Entwickelang der Basid Otder 
VVur^el lArobl gat* nieht geiolieh«. v|;s isi also 
iiodiig/ eine elemeiiiare 64:er ^leiefafarinige £ijft^ 
Widelting nacH einerlei Methode > ohne fretndara 
% Vordersai^e^ voU^tandig tind iitred|;er anfifttt* 
Btdieni Dieseft «oll jet^ \Am% diirtfa «iiiftic:he Ot^e' 
fafionen der Buclifttiiben^IleGhnttng ^ tind ttwar mil 
iliitl^ der Mahode det mbt^timmm CxujJidMm f e» 
ftdtebni tJl^e Btetbodn Ui der >oriUtf iic^hite tmd 
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P'on' der Methode 
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der I!ferv derselben, ^i^dopi adoh die gesammte 
ftinctloneti-'i'beorie, eder diesog^ebknute Infinitefi-* 
snal-Rechoong) genan beirachtet, einsijp nnd allein 
auf ihr |)erulit. Die am^assende Wirkung dieser 
M^thodd/^ 'W^Iche' man anch Methodt der J^oraus^ 
setzungy oAet VoratasetzungS'-Miikode nennen kSnnte, 
ist in Aet That Wii vr^nlf tmerkaniit , und ihrem 
Srfinder^' s^i es Deftcdrtea oder ein Anderer^ ge- 
bulirt dad Verdienst, da^ eigehtiiche genei*irende 
Princip der "Atialysis entdedkt > nnd folglich auch 

die wahfe Theorie dei^ Differential*, tmd Integral- 

• - • 

Rechnting vOrbereitet in haben* 

■ * « • 
/ Da die Methode der nnbestimmten Coeffiden- 

teti Von sb '^olbi^^r Wichtigkeit ist , In den Lehr- 

bucherh^ abe^'ta^ilen kaum ald'etwas WesentUche?/ 

bonder n gli^ifcHdani riut*' itti Vorbeigehen beriihrt, 

tind £ieiididi" tlfier&Vt^t gelassen wird, so tniiiieen 

Wir bier feulord^^rst ihrer Trincipien nad der Fest- 

stellung der^elb^n knrUieh erwahneh. 

.f^!Qn « det Methode der, ^niestimmfen 



' Die yorauMuixxmgS'^Meihodz oder die, Methodi. 
der unkWimmitn. Cotffdenun besteht ,darin| dass^ 
wenn man eine abhangige Grosje,. entwick^ln jriUp 
for die entwicfcelte Grosse einen Ausdruck tor 
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besdmmter Form, ^« B. eihe R^he'ven bestlmmter 
^ForiH, aber mit unbestiminten CoefBfcienten, tor- 
tmssthJtj alio £• B. eine Reifae/ die nach einem dder 
uach mehreran Elementen der aMian^'l^en Grtf sse, ge- 
wohnlich nach den toliomdvi PatestSftn dieser £te- 
mente, fbrtschreltety unter der Bedingun^, dasgdia 
Coeificienien dieser Potestaten^jdle Elemento selbst 
nkht mthr enthdhen soHen ; also eioto Reihe, in welcher 
Mdes, was von den Elementen, nach irclcben dieEnt- 
^ckelan^^eschiebt, abbMngt, rem Uebrigen ab« 
^sondert und in bestimmter^ einfacber Form , ivit 
gesagty in rationalen Potestiiten der Elemente aus- 
gedriickt ist^ Auf di^se Weiae hat die Methode 
schon sogleich den' grossen Vortheil'^ dass mail 
die Form der ResiiHate wiAkiirlich, 00 wie man 
Eiid wiinscht nnd braucht, im Vorans beatimmea 
ikann, welchea bei directen Xntwickelnngs^Me. 
jAoden niobt der Fall ist^ -wo man das Resultat 
Tielleicht in ^iner Fbrm Undet, die x,u dem Zwecle 
nicht beq[aem J8t« 1st Hbrij^ens die Toransf^esetzte 
form nicht erlaubt, ^o muss das ResnHftt der 
Sntwidcehing isolches nothwendig anseigen, und 
die Iffethode fdhrt isugleich das Mittel der Prfl- 
fang der Resultate mit sich. Dass dieselbe un- 
(t^schr&nkt anwendbar ist, leidet keinen Zweifel^ 
ireil, sobald man ein Resultat mit vollstandi^ 
bestimmteu' Gr^ssen erhSlt, kein Bedenken ist, 
dass sotches auch wirklich emtirt^ ^enu die voll- 
standigste Kehntniss der Bestandtheile und Eigen- 
schaften eines Dinges giebt gerade den strengsten. 



3§ ^ 



I 



f^on der M^t^^ 
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nt^ IlxiflteoSf 
; D^r eiof^cttstP ("all isty veoQ die yorai|t|;e^ 
aetata EeiM <^w ?^<^ ^^^ i;}emwt« 4er ^egebe* 
i»ei) Grtitffjp {grUchreitet* 

^ !• £<) '#ei ^sQ s. B, irgead eine GraM<» 

j5, ;^ =5/(x, a, *, c , , , .) i 

die Ton den lilemjpnteii ^i <if^, c • , •« anf ir«^ 
^end eiae W^i^^t l^dgcb ao, i^bbangt, deaediej 
' IlI^Qnte Xy <r, i, cv. • « ^qa iin^nd^ unaHUingig «iod^ ge« 
geben* WiU'lPAQ diese Grouse nacb einem dee 
£I#meiitet e< 6t na^b ^| entwic^elni 9Q 9?tae luau 
defiir die I^ibii 

• • • 

ygraiu ui^ oebxM ap» dast die C«ef|cieotea «, i^a 

j^# d « ft f )c^iii « weiter^ eond^ro bloaa e, i| c * • « « 

* ^Htbalteo, Dialed g^t vastreitig allgem^ia w4 

luib^ngt imi denu iat die YorausaetaiiDg etwe 

picbt erlaubt, da3 beis^t; Ut e« ^twa nicbt miig^ 

Ucbt die Grpsf^ y ia eiae Reibe tqq d^^er ¥om| 

TO entwickeln, {lOQ^^ro tms^ yiellj^icbt : eine en« 

dere Form angenammen wtrdeQ, «o mw^t w^uft 

man ai^der* von bier ab ricbUg recbAei;, da»i yr^\ 

jaftn fwr (»i /*! yi * • •' t , fiiidet:, d«^ I^hjer nQtlw 

ir^ndig aai^i?igeQ« Fiadet maa fUi* ftf ^> y^^ • t « <^ 

be«timmte, uad YOa « wirbiicb oict^t mebr abbSii« 

Seod« Gra3S«f)> «q ist gar kejj^ Jiweifeli d^ae die 

Butwiokelwg wirklicb Steitt b^t, weil, wie aqbaa; 

geaegt, keio Ziw^ifel lat, dflM £twa^|.dw«a QrosH 
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I der uni^ifs^imm&^ff Caefficient'en* 

I 

» - » • • • 

II, Non wKiLBB man aU^mal, . w^n -die ile<A- 

« 

naa^ etn Resultflit gebea soli, dnen tvrelVtn Am*- 

\ imck fir j von ^^r nemUchi^n Fozih haben. Die- 

^en swi^ten, j^^sdmck erMlt maa ^"vr^IiltHcb, 

vecn man der Grpsse 90 eineii Wachsthuift, £• B« 

! I |>e$l0^ ^ tti|d die verSpdene Gresse anf 2^weierlei 

> Art ^otwickelt , also swei ^e|heii mil unbmiknmtn 

I Coefi^cientei^ ^afstellt , welche beide die ratf onalen 

potestatea von. k, kusserdem aber waiter kein^ k 

C^nthalten, Doch. kann man, nach.den Umstanden, 

■ auch auf anderm Wf$ge zn einer ^^e^c^n Reihe 

{elan^en , Worauf es )iier nicht iipkpmmt, • 

Man slelle aich aUo vor « es sei ejne swrite 
Rdhe flir y^ ebenfalls mit ratipnitlen Potestfitei^ voii 
;e 9pd Qiibestiiiiniten Coefficienten , die weiter kein 
X eplliallen, vorhandeii, fiko lAne Reine von der 
fprm 

' 47. y = 4 4- ^* -f C?«* + ^'*'. ♦ ' • ' i 

Panq ha(.many weil be|de.Reiben die. nemlichw 
Griissen aiiadru<^en9 die .GHch|m|^.; 

Wdcbe ^ jedes og gelt^n aolL . 

^s dieser GleiehBn^ folgt, ohne besondere Be- 
ftchrankoni^, allgemein: 

* =: D etc. 
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ron der MMsode^ 



.Had Dieses ist; es, was^ewohoUdb ^tiUfldllw4%eod 
mKenpiaiii«a^ ?^cl, wti aber tH^Wia^^n^ and \rabei 
die VmsUi^jd^y imter w^Icben die ' Gletobselflimg 
orliiTibt lit 9 .f0fttgesteUt werden miUsen, weil Fall« 
TDrkoinaiei} y wo mao iiber die 9efiig:iiias jdu eioer 
polobeQ 6Ieicb»et£iin|; der Coeliqenten bioatu ge. 
ben ond dadorcb ia Irrtbumei* igper^thea kairn* 

"3 

• in. Pie Bedinguiig , unter vrelcher nor die ^ 
Folgcruiig erjaubt ist, beateht dario, dasi »icht ! 
alleitt die GruudglcichuDg 

gpltea miwy » mag^ vrfibrend a, A, c . ; v • die 
nemlicben bleibeu , aodere Wertbe annebmeny 
ffonderii die 6Ieicbung,mQ4s au9drttcUicb flir dea 
Fall geite^y wean sc » p jUt. Ware etwa our 
dieaer einzige Wertb von x ausgenommen , der* 
glaiobeaFaile vorkoqunen^.io ftaden die Gleicb^tigea * 
(<90 nicbt Statt Diesea beraht aof der Art ^ wie 
dieae Gleichangeii gefonden werdem Settt maa 
Mmlicb. io (i80 ap aae o, ao erbalt man 



Dieae GrOaaen^ anf den beiden Seiten d^er Glei. ! 
cbnng, koonm alao wej^elweu warden. Eableibt 

ilbrigi fUr jedcn beliebigen Wertk von x. Dividirt 
man durcb Xs ao erbalt man - 
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dcr un^iifmnien Coejffieienten* 

Dies* Gfeidmnfr Ut vieder in deu Ball tob'^iSiX 
vnd .mao arhalt, tyenn man abennaU tt es: o aetet^ 

IShrl man aiif diese Weiae forty so erhalt man 

y =ss C» ^ SI? Z>' n* 6«.w» 

Wi« man sioht, iat e's aber ganz nothwendig, 
dasB die Gleiohung (ifit) oder d«r AiKdrnok' yon 
K^^*) Awb ansdriioklich fiir m; c^ o gelten mvisa* 
Dime die«e Bedingung findet die Gl^ichbeit der 
(kosaen u wpA Ay fi und JB^ y nnd C etc* kei*. 
i^eswegs SftaUy ^elbst wean aucb der Ausdrack 
T»n y fnr aUe nur moglicbe andere Wertbe von 
vgUte^ » ' 

' IV. E^ jBclieint zwar, aU -^enn man statt der 
ol^igen H#rleitang der Verhaltnisse sMrischen a nnd 
J, fi nnd !B y f und C • • . . -wenn man %. B. die 
Gteiehnng <i8.) auf die Gestalt 

bracbte, schlie^s^n ktonte, duss dieGrosften a-^^^^ 
(It-^B, yr^Cp d'^D . ♦ . ., auch wenn^die Glei- 
ohuDg fhr IMS qs nicht'gilt^ deskalb nothwendig 
eiBKeln gleioh Ntill, folgUch t&ssA, fi^sszB, y:=:C/ 
ds: Z>, . it , sein nliissen, weil man aonst, g^geh 
die anfMnglicIie yoraus9etoung, 9^ vermittekt der 
Gleiclmng tfelbst, durch a. Ay fiy B etc. 'warde 
ausdriicken konnen. Dieses ist indessen wiedermn 
nn^ fiir d^n Fall richtig, wenn die Gleichung auch 
namentlich fiir ,oc; st: o giU^ denn ist von den 
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F(>« rfler Methode 

Wertbeo, ^ die x aniiebm«9 kano, der Werth 
ausg^schlosseQ , 00 ist tbtn deshalb die Gt&sae x 
mdit mehr vun den tibrigen Grossm unabluingig und 
foIgUch fiadet dana' auch der Scliluss , der ^ii)Si|^ 
nud allein auf der Unabhangigk^it der Grosse •» 
voo den ubrigea Grosseii beri;ht^ nicht mehr 8tatt. 

V- Dagegea ist die Methode keineswegs auf 
den Fall beschrankt, wean, wie oben, x in ratio- 
nalen Potestaten vQrkommt* Diese besondere FoM| 
ay^erlapgt gerade, dass unter den yerscMedenen er« 
laubten Werthen rpn x, aucli namentlicb der Werth 
Null sein mtuss* Die Bedingnng ist bloss^ dats 
•€s, vrelche aucb die Form des Yorkommeng von kt 
sein wag , immer eipen Wertb von ac, sei es ifrie* 
derbolt immer derselbe, oder immer ein anderer^ 
gebeo mussy Vir welcben, wenn die Gleichung auf 
Null gebracbt wird , alle GUeder, bis auf das erste^ 
verschwinden, Ist Dieses der Fall 9 so konn^ 
allemal die Coefi^cienten auf dem obigen W^e 
gefunden werden* Es sei %. B, allgemei4 

•wo Xx, X^y X^ . . ^ ^ beliebige Functioaen von 
X bedeuten. Giebt es bier einen Werih von ^ 
der auch nicht Q sein mag , £• B. p , fur welchen 
alle Glieder, die x enthalteo, :mgldch yerschwia-' 
deo^ so erhalt man 4 

tt =s o, 
also nunmehr 

o = /? Xj -|- y X2 -j- ^ ^s • • • • ' 
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der unhesHmmten Coefficienien* 

wid 'weqo'ipao mit Z, divldirt . 

Gie)>t es ntm viederum eineo Werth you sc, mi 
«s NoU Oder f, Qder eio auderer, s. B. 9, Sir 

welchen all^ die Grossen --y , -r^ . • • . zugldch ver- 

. ^qhwinden^ so eriialt m^a 

/f =5 o, 
und foIfUcb 

=1 y-^ + tf ^ • . ♦., 
; Oder, wena man mit ~ dividirt 



.=,+*§+. ^ 
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Gicbt e« wiedertun einea Werth vou x, £• B^ r, 

. ffir welcben alle die Gros^en -rt^ , -^ • • • • xugmA 

ver^chmaden, so folgt; 

y=3p, 
Q, 8, ly* Die Bedingung, dass ea immer irgend 
eineo Wertb yea x gebeo mussi fiir welchM alle 
Glieder, die noch sc enthalten^ ganzJich yerschwio- 
den, ist aber iryimer wesentlicb npthweodig, Ohne 
aie kiiomen die CoefiBeienteo auf diksem W^^ tiUSnt 
gefundeq werden Bei den Gleichun^en (16,) oder 
(18.) war dieser Werth, 4«r dgtnthUmlichen Farm dir 
Cleichmg n^cgen, immer Null, Er kann aber donn, 
weitu 9Q anders als in rationalen Poteftt&teu vor-* 
kouimt, allerdings anch ein aaderer sein. 
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Fb/» der Methode 

yh Lafist mah.dleseBedingnnjenaiisser'Achty 
so kann man irren, and es giebt merkwiirdige 
und beriihmte Falle, wo dieses vrirklich geschahtt 
So ft. B. wird in der Theorie der Winkel-FanctiJo- 
nen, in den Lemons snr le calcul des fonctions 
Ton {jagrange, S« i4Q.y c^ns ^iqer. Gleichung voq 
der Form 

gescblossen': 

asso^ fi :sa o^ y ex Oy ^=3o etc. 

welches nnbedingt nicht angeht. Denn die Glei* 
chung giebt :^ wenn man sie mit si/i(;i-f-i)x di* 
vidirt 

nod OS giobt keinen Werth yqn Xy fur welcben die 
Coefficienten zn ^^ y, 9 etc. allq zugleicb Null sind. 
Am wenigsten ist aolchea der Werth Null 5 denn 
9S« B. weil 

also , 

9Kf^x)x^ cos:C(ii+0 s&ii«- »+^-E("+^)^-4]. .^^3^^.| 

a—- 3 

ist> so ist 
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dertmiustimmtdH tjoejficienten, 

WeIches>fUrai=r6,gIeict-— ^ ist,* tind nicht gleicti 

NqU* Eb iat a|^o aoch nicht iiQtbwejadig a sso and 
eben 50y.niGbtnoUiweDdi^,/?=o A^* w* In der That 
ifit der Ansdrack, welcHer auf diese Weis^, an dem 
angesfieigteii ' Orte, aui der Gleicbang ( as.)'* gi* 
tanden -wird, nicht gesEati. Ich habe sdlches in 
leu Antne^ktingen stt ineiiier Ueberaetzong der 
Vot^esungen fibei^dieTheorie der Fnnctionen nach- 
p^eaen^ 

VII. Von den Tallen , in welchen die voran$. 
gesetzte Reihe nacb mehreren Von einander nnab^ 
hangigen El^mehten fortochreitet, tnag der Kiir^e 
wegen, nur des einfacbstM/er^^fifant werden, wenn 
hnr £wei Elemente nnd nur in rationale (otestS- 
ten nnd Prodiicten Y<^rkomtnen^ alio die Glticbting^ 
aus wrfcher dife Coefliciented a, /S,^ ^y y, /, f\ 
etc* gtfoiiden iverden sdllen^ etwa von der Forni 

85. « 4* Z'* T V'**' + ^** » .. . » sa:' © 

. + /S'y + y»y 4- ^'x'^y • • • • 

+ y*y* +^'«y* • • • • , 

■ 'H-3"'y*'-'.". .- 

• > ' , . j » , » • « ■ . • ■ . ' < • 

utyunter der Bedidg^ng^ dasf die CoeflSoi^ia^il 4I9, 
|S) ^» ]^f /V /'• * • r ^^r k^uQc/yVeise yon ^rWi^: 
y abhangen y aondern die ^epUchen bleiben^ W^on 
lich die Werthe yon x tmd y'veriindeni* 

, . Man kann diesen Fail anf den obigen, der Glei'^ ' 
dinng (18O Oder virimelir (^o.) brin^n^ Wenn 
num £• B, ysd ii|«Q setzt^ yfon? eine WiUkiMiiebe 






. Von &er MelMde der titcx 

GrOue i«t, 1ir«U / vonoe tticbt ftbhSHgt ])i«cM 

giebt I 

a4. «+(/f-fm^+(H-'n/+my')i* ' 

Id^ iiflter den verstM^denen WertliAtt von x imd 

ir auch 4er Wertii Null 4 $0 erhalt man , wenx^ 

.'_ • ^ .. '■ ^ ' j 

man tc tszo set£t> Welches ^ ip^reil m oc c=: r war« 
£war auch sti^leicli ^ ^ i^^trty aber ohne das^; 
deshalb nothwendig m £= aein tniisste^ 

^ ' . a sas 0. 

Lasst man a ^ (blw der Cleichnng tregi dividirt 
durch X und setzt abermals x ttii o, so erhalt. man, 1 

£ben <0 a 

i -f m j^ 4^ m^4r'+ m* <>^''«.o 

lU ^|« w. Diese Aesnttate si^id ab^r %ie4«r. iroii 
Nenem in dem FaUe d^r Gl^iebting (^o.)* P^&ii 
da das urillktirliche m bloss von dem attgcnblickli- 
chen Verfaaltnisie iswisdieii x nnd y abbangt^ ^ die 
Coeffioienten V, /?/ /i yi /*! i^"* • • . aber nicht , 
von X nhd y/ also atich nieht von dem Verhfili^ 
utosl^ £iMbcheh diesen Gr&ssen abhSn^en^ ^0 t6\^\ 
ahtr dte gefaildenen Resuhateti^ in so -fero sddt < 
linger dim Versduedenen Werthen , dx^ m habeii 
kann , aneh der Werth Nnll tefindet ^ vrei- 
cites .i^irkUch der Tall ist> indem. x ohni / ver^ 
sfO^itr j|id^« luiton^ ^nd timgftkrim^ eioMlni 



*/ 



EmtiVUkeiung der Potestat^ etc. 

Ylil. vWa«;die Fi»riti..4er Bsilum betrifit. dte 
bei der Method^e tnit nnbestiiMaiten CoeflSciehttn 
toeau8ge#etot iieei^en^ 60 laseeA deb Mit))el findan^ 
^ form im Voratid j&a tesiiinAifttt. Das Newtonu 
idie Parallf^ogramm gehopt liierker* IndeMen lit 
inYoa keMi recht WMenUichtr Ntttoeti abEnsehen* 
Man lauft 9ut def ftechmtn j^ aitf ketne Weiae Qe^ 
bhr^ £U irren^ weiiii manaucbreiiie nnpaaaeade 
hnsk Torimisetot Recboet tttaa nar richti^, a«^ 
ttflii aicb die tJni&iiliiaaliQhkfiit daraa aehr bald £61'^ 
|eai dasa man mit den Wertiyan d«r Goeffloieiiten 
lof WidQTBprilGhe gerath. Man ^raparl liScfaatena 
itttch die VaraUfibestinittnmi^ dar Form ein%« 
&acbnnng. Die Mube- der Voranabeatin«n«nf 
der Form der Haihe. kann abeir leicbt gr$aaer 
teiii 5 al# da# Eraparniss* 

Dieae* ist daa Noihigata) traa ^on den Prin^ 
cipien der Metbode mit ttnbeatimmten 6oeffi-.' 
citeten isn bMi^rken war« Bienhit konnM wir 

Ittnii sa den EtitHickelnHgen^ aelbaf ubergeben« 

i ' , ' . ■ . - . 

f Amvendung der Methode der unbe^timnttw 
C^^cientefi Mif die Bntwiekelung der To- 
testateri^ Logarithmen und Logarithm 
L mandeA, 

[ ' Die 7iaU der bier vorkomnenden . fintwlcke- 
ioBgen ist 5<cAi« Die Gmndgleicbting^ 
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/Entwickelung3er\P6t9$tMBni t 

•iithalt nemlich 'driei 'lin ' Aicb ^elbft yon ^nafli^ 
Aer inabhangige ' GrSiB^fi. Darcli die * Oleichun^ 
lit jede 4er drei Grossen von deiL beiden'andeni 
abhiifigig 9 also nmts jedfi' 6r6'sae darck die ^beidett 
eildeni entwicbdt oddr aasgedrtitkt ^rerden kon-* j 
xien* Und da huh <di^ Bntwickelimg nothiiytBudif \ 
bei>jeder Gr^se aixf zwei verschiedeiie Arten mog^ f 
.Uch.'Sein mutS) je nacbdem maa rdie eine eder iM\ 
aiftdere Orosse als die Hauptgrosse, odier ala di«;i 
verenderliche betrabbtet^ so is^ die ZaU der nolb* \ 
wendigeii Entwickelcuxgen Stdis^ 

.. . SoUen diese Entwickelungen eleme&tair und so^ 
dass tfar .Zttsammenhan^ unter einandef und mit an- 
dent Snt^ckeltutgen sichtbar gemacbt wird^gesche* 
Ifen^ 0O muss savory durcbdie Metbode der unbesiinnn* 
ten Coefficienten, dasjenige allgemeinePriticip di^ 
Entwiokehiiig^ eioer abbMngigea Gr(>sse, ncmlicll das 
Gesels dor Abhan^gkeit awischen den Goefficieaiea 
eintr T^rausgesetstenReihe, Celebes gabs allgeiteia 
existirt^festgestellt warden* Dann sind die besoudein : 
Entvrickelungen nur einselneAnwendungendee all- 

Wtr wplien indteieu die At^fstolktiig fen^i all^ 
gemeiiien Siki^Ee^ liir den Augenblic^ ^bsii^htUch bet 
Seite seUen^ und die Metbode der unbesthnniten 
Coefficienten auf den gegenWartigen bcisondern Fall 
einseln anwenden; eines ^heils^ um die Mo'glicfa* 
kait to seigen ^ die gegenwartigen EntWiokelUdgen 
aucb' an und. fdr ^icbf bloss dnrch die rMethpde 
der unbestimmten Cpeffidenteni aof eine Weise, 

die 
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Log€iTUhfiiehj Loganthtkaatdeh etc. 

^ I . ■ 

die man gewobalich elementar neiiBl,'iai|£EastellBn 
imd eine aos der andern herjStaleiteB^ audera TiieUs, 
lim ancb an deilk rge^en^vj^artigan B«iispiele den Vor- 
foj allgemein^r vor besondern Methoden cicbibar 
JEQ machen, and ku seigen^ in welobe Scbwierig- 
keiten man slob, verwickelt, wenn ms^n beimBeson-* 
dem 8teben bkibt, und nipht sogleich znm Allge- 
tteinen ixbergebt, und viie einfach^dag^effen Alles 
wd^ Bobald man das Allgeraeine Yoraus«cbickt. 



• I 



Dass die sechs Entwickelnngen nieht yon einan- 
der ipiabhangig sein bonnen^ sondem^ dass sicb eine 
inf die andere mass bringen lassen, ist leicht zu 
sehen, vjeil die Grossen, die dabei vorkommen, 
mit einander Terbnnden sind. In der That lasseh 
lich die.secbs Entwickelnngen , in so fern es auf 
den leteten Grand ankommt , auf eine einzige 
rednciren^ and die iibrigen sind blosse Verwan<i[- 
Inngen dieser einent . . ^ 

£s ist selbst gleichgiiltig, welcb^ man zu die«- 
sep'cinen'Hanpt-Entwickclung nimmt. Am ein- 
fechsteh aber ist es, die Entwickelang der Pote- 
^rtat, deren Resallat man anch^ in so fern ja^ian 
«nr Warzel «ine zweUheilige Grossenimmti hinomt" 
•eftcn Lthnatz nennt, ztir Haupt - Entwipkekmg zu 
macheA) weil sicb ans dieser alle iil^rigen am 
teichtesten ableiten lassen. 

Wir mttssen also zunachst den bino'mischen 
Lehrsat»> ganz aUgenieln,fiir jedenbeUebigeaWerth 

[4] 
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tfiO I. 

f^om htinomiscken Lekrsatze^ 



lO. 



de< £xpatienteii » »ireti|fe ^ abcr ohne f)remd«j 
Satsd> biosft durdh die Methode der unbe«timinjteni 
Coefficienten und durch Bacbstaben-Rechnang be- 



Der binotnische hehrsatz. 



f 



Vermogd dpr zweiten von den vier Gleichnn- 
gen (5, 6, 7, 8.), dufch welche die Eig^engchaften, 
Oder der voratts^esetote Zus^mmenhang der in 
dcr Grund-Gleichunjf 

Yorkomm^nden Orossen u, >, t audgedriickt wurde, . 
ist 

i 
I 

I. Man ieti&e, und atwar auf Gerathewolil) nuf 
nvti eln Beispiel zu sehen^ wie die Rechnung an- 
zeigt) ob Vorattssetzungen passend waren^ oder 
nicht, die Grosse u^ sei folgender Reihe gleich 

untec der Bedingnng, dass die Coefiicienten i», ^, 
jff * . . » . weitei^ kein u entbalten^ Qdcr von u 
nicht abhangen» 

Da die Grdfisen a^ fiy fy i> . * . * von u gar 
nicht abb&ngen sollen^ 60 konnen sie nur noch 
von y nnd Consianten, da« hei<at^ von y nnd GrSs- 
»en abhangen, die fiir alle verschiedene Werthe 
yon tf und y die nemKchc^ bleibea. D^raoa folgt, 



1 






P^om binomischen Lehrsatze. 

• - 

dflss, wenn man dcr Grosse u andere Werthe 
«. B. k und a A, giebt, y aber ungeandert lawt, 

|, die Coefficienten a, /J, y, * die ncmlichen' 

bleiben miissen. Man erhalt also 

Ar = a + /JA + yi* + <JA3 und 

(iiA)y= a + /JuA + ya*A»+*tttAt 

Da nun vcrmoge C26.) li^Ay s=: (nAjy i^t, go ijt 

oder^ wenn man 'wirklich mnltiplicirt; 

a*+«/?A-fayA»+a*A«....=a+/f£i*4.yii*Aa+^^ijli^^^^^ 
+a/?a +/y»uA -}-/JyiiA*.... 

Oder 

a* + ce/?A -f- ay A* -|-o c^A^ . . . • ss o. 
— a + a /? M + 0?^— ^oA -}-/?yi/A^ . . . 

Diese Gleicliung ist in dem Falle von (Gl. ^,, 
J. 7.,VII.)> weil 14 und A weder von einander, noch 
TOO a 9 /?9 y^ 6 etc. abhSngen^ also ist 

, «*-*« =2 o, oder a = i^ 

a /? =s o, also /? =: o^ < 

a y =a 09 also y s= o, 

0^ ^ £=: O9 also ^ =: o u« a. w« 

Man %^&rd« also, wenn man diese Werthe der 
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; P^om binomischen Lehrsatze. 

Coffficientcn' ia die ^orausgesetet^ Reihe (37.) 

aubstitairte, ' 

28. a^ ac r. 

finden, Welches aniseigt, daw die vorausgescUte 
Reihc nur allein fiir y :2s o gilt, weil nur fur 
y = o, allgemein fiir jedes u, 11^=11 ist (Gl. 10.) 
dab also diesclbe, ihrer Form hach, niqht aljge- 
iMin r^r. jeden W«rth von y passt. 
11. HXUe wan die Reihe 

39. Brsa:«y +^y* 4. yy* . ..*. 

voraasg«s«tBt> so Yrture 

uT s »i + ^*' + n* • • • • '"»* 
(u J)T 5= « iu* + /?«• ** -ir 7"* *' • • • ♦ 
und folglich, v«rmoge (26.), . . 

(«u + /Ju» + yu*. .••)(»* + 1**' + J'**"') 

Oder, ■wenn man -wirklich muJtipUcirt, -. \ 
woraus, \e?rmuge (61. 23.) folgt: 



'««•• 



c» 



s 



s= IX,. also a = 1, 



: «t|(J = o, also ^ =s o, , 
ay =: o, also Y = etc. 
^Iso ^iederum 

wie vorhin , so dass also die Form der voraasge- 
setzten Reihe ebenfalls nicht allgemein, sOndem 
nur far y ste o passt. 






\^ 



mm 

10. : I. 53 

i^dm binomUchen Lehrsatze. 

So jseigt die Rechntto^ selbst any* ob die.\or- 
ausgeseUte Form dec Reihe Statt findet oder nicht. 

Ill* Das Suchen nach der Form der Reihe 
ifit aber an uud fiir sich nicht nothig. Es gesckahe 
Uer nnr Beispielweise* Man kann vMlmehr duroh 
ttoe einfachd Betrachtnng leicht voraQMeben, ^el- 
eke Form pai^end ist. Setot man nemlioh in. die 
Grand - Gleichungf (26* )• ii . las 1 ^ • so erfaalt man 
x^Xr 69 (fc)3^, also 

[DaraQs fol^t^ dass d^r VVerth 1 von u die l^ihe 
I fiir ^ anf 1, aUq auf eine Grosse reduciren muss, 
[die i^eder von u noch von y abbans:t. Eine solche 
Gresse k^nn nur ein einzelner Coefficient^ nicht 

* » ' 

I die Somme mehrerer oder aUer sein, welche^ also 
die Form ' 



• * • 



5i. 1^ =r a+^(tt— i)-f y(u— 1)^+^^— Of • 

erfbrdert, wo sich a^, fiir u;=:i, auf i^=;a redn- 
cirt} welches gleicb a sein kann, 

\ .Se^t man nun u— 1 :;?:; c't 59 ist u'sz\'\^y ^Isa 

od^r, wenn man wieder u statt V schreibt, 

r 32. (i4-«')'^ =5: a+/yM+yi** + *M'«-«. 

hi dieser Form k^nu die Reihe moglicherweise fiir 
beliebige Werthc von u und y passen. Ob es der Fall 
•«i, wird sicb'^ zeigen/ wenn man ttr a, ^, y'- 
beiitimmte, von y abhangende Werthe findet* 



• • • 



L 
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54 I. 10. 

ypm binomiscken hehrsabze, 

^ai| «iad die Coefiicientea a, /?, ^ # .iv in der 
von^Qsg^eneteten Reihe (SSt), der Beding^iuijp der 
Reihe sn Folge^ yoq u tmabfaaogig, iadem aie blos9 
YOii 7 abbiiiigea «aUen, aUo auch voo k^ nnd 
folgUoli aucU voa dem Yerhaltniasa swiachen dea 
Gro99en u uod £• Man muss also nothwetidif 
immer die nemlicbeq CoeiBcienten finden, vrelche^ 
VerbiiUnisA man anoh ^wischen 11 and k yorausV 
sets^en mag, mitliin aucb die nemlichen Coefficient 
ten, wenn man «• B. f< :=;= k^ und fol^Iich 3tatt der 
Gleicbung (330 4** Gleichung 

^Is Gnind * Gleicbnng voraussetst. , 

y, Dieses folgt unstreitij; a priori* Um in^ 
des^en, weil es bier nicbt sowobl auf das Resultat 
ankommt , vrelobes langst betannt ist , als auf di§ 
Y^rschiedenen Umstande , die bei den Entmcket* 
tungeq vorkommen ktfnnen, wollen ^ir, ebe wir 
weiter geben , seben , wie * die Rectnung den, ebcn 
gemachten Scblusa bestatigt, Wir woUen dab«r 
liicbt. W = ^, sonderq allgemein 

A ss nil, 

\9!m »W Grund^GIeicbnpg 

annebmen, 
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V'oTti hinomischen Jje?arsatze» 

Es wurde yorausgeseUt 

Dieses giebt^ wenn man nu statt u seist, * 

(i + w")^ = cr + /? nil 4- }"»*"* + J/i«ii*...,, 
and wenn man Ci-|-n)ii-f- nu^ fttatt u setot, 

also, vermogc der Grund-GIeichung (5^.) 

= c»+/?[(i+n)u+na*]+y[(i+n)" + ntt*?.... 
Daraos folgt> wenn ipan wirklich multiplicirt: 

•^ a d u^ • • • . 

Da diese Gleichun^ fiir alle a, auch fiir u s=s o 
gilt^'so kann man die Coefficienten zu gleichen Po-' 
lestaten von u, ku Folge ($. y.^ gleich seUen. Die- 
ses giebt 

a^ r= ay also a= i, 

a/?Cn+0 =i*(w+i) also /?=/?, 



2 

oder 



si 
, '* ■ . - 



t 



/ 
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Kotn binomischen liekrsatze. 

oder ' 

fif^2¥s=:5d:ss(fi^2)y:=:i— aJso*=;i-.i ^ — . 

t , 

» • * ' 

Wie man aieht, enihalten diese Ausdr^cke der 
Coe£Gicienten a, fi^y •'*''" • sSmmtlich kein n, wel- 
che^ sidh aucb- allgcmein nacbweisen Uesfe. £b 
folgt also, dasd, yrie voraussusehen war, das Ver- ; 
haltniss zwischen den Gr$ssen u and k Cur, die 
(^efficieuten \61Iig gleichgilltig ist, und dass man 
also die nemUchen Coeffic^enten findet, wenn maA : 
auch ein beliebififcs Verbaltniss zwiscben u und k. i 
z* B. u rz:: k aniiimrAt. • j 

VI. Die Grund-GJeicbuQg (34.) ist also yrirk- j 
licb iKcillig zureicfae^d. i 

' I 
Man erbalt, weun ttian darin 

sabstituirt: ' ■ . " ! 

Dieses giebt, wenn man die Coefficienten zu glei- 
chen Potestatcn von u einander gleicb setzt, 

a = a, also « =: i, , 

2a/J = 2/?, also ^s;/^'. 



••• 

i4 



^•i^-^ ._. .><" - ' . -"'^^ - ' ■> •'*"*^ 



»o. I. 5^ 

J^om binomischen LehrseUze, 



2oy4-/J»=a4j'.+/?, y 



a '' 



9t5«4 
u. s. w. 

also nunmehr 

38. (,i+u)r 

« 2,3 5,5,4 

VII. Der Coefficient der Ein« - Potcstat vod > 

ist in dieier Beihe .noch nicht b^stimmi Um ihn 

i sa finden . nehme man die erste der Grundbedin* 
t ■■■ • 

gungen der Potestaten (GL 4.) 1x^+^ = 11^. u^ 

zn Hiilfe. Man setze 1 -f- u statt u so erhalt 

man 

Nun hangt der gesuchte Coefficient fi bloss noch 

von dem Exponenten der Potestat^ za "welcher er 

gehort, und vielleicht von Conatanten abj denn 

oach der Voraussetfiung soUten die Coefficienten 

^i§y ^y d • • . . kein 11 mehr entbalten. Mankann 

also' den Coefficienten fi fiir den Exponentenj etwa 

[ durch (py. bezeichnen. Dann ist derselbe fiir den 

Exponenten k nothwendig <p ky and fiir den Expo- 

nentrn y+fc, 9(/+*)? weil die Gleichnng fiir je- 

den beliebigen Werth von / gilt. Substituirt man 

Dieses in (32.)^n<l daraof die Resultate in (3&X 

so erhalt man ^ 



. ** 



' \* 
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l^om binomischen Ijehrsatze, 

Dieses giebt, -^enn man -wirklich multipBcirt: 



] 



1 

Da diese Gleichnng^ filr alle u, aach fur usso 
giU, so erhalt man , wenn man die Coefficienten 
xu einerlei Potestaten yon u einander gleich, setetx 

• CW(9r-»)+aw?'t+?^C9!A-i)=?>(7+*)[»C/+*>-i] 

r 

p 

' r * 

Da nur eine einsige Grosse bestimmt werden 
soil, so kann aucb nur eine einsije Gleicbung 
dazm gebraucbt werden, oder venn mehrere Glei- 
cbtmgen vorhanden sind, so mussen sle nothwen- 
dig das Ncmliche geben. tin der That giebt die 
BWeite Gleichung, -w^enn* man darin den Werth 
Ton 4>C)r-|-ilt) aus der ersteii substituirt, 

Welches identiseb ist und wirklicb keine neueBeslim- 
Hamng fijur ^, ausser der ersten Gleichung, entbalt. 
£ben so muss bs sich nothweadig mit der drittea 
. und den folgenden Gleichtingea verhalten. 



i 



I i* 
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P^om binomischen Lehrsatze. 

Es ist ako nor die eiozige Gleichungp 

znr Bestimmun^ der durcb 9 bezeicbneten Abhan- 
gigkeit yorbanden* 

yilL Urn dieselbe daraus su finden, $etse 
man , nach der Metbode der unbestimmten Coeifi- 
cienten,-die unbekaante Grosse tpy^ von welcber 
man bloss weiss, dass sie nur yon jr und yielleicht' 
yon Constanten abhSngft, sei in die Reihe 

42. 97 = -4 + J'/ + ^/* • • • • 
entwick'elt wofden, wo A^ By C » » . • nicht mebr 
von 7 abhangen. Findet man Wertbe fiir Ay B^ 
C • • , « die nicht luehr yon y abbangen , 80^ ist 
die Voraussctzung eriaubt. Dieses giebt, wenn 
man k statt y setzt, welcbes angebt, weil die 
Gleichung, nach der Yoraussetzung, fiir jeden be- 
Uebigen Wertb yon y gilt: 

denn die Coefficienten bleiben die nemlichen, weil 
sie nach der Voranssetzung nicht yon dem Wertbe 
Ypn y abbangen^ desgleichen erhalt man, wenn 

man y 4* ^ ^^^^^ J ^^^^^y 

44. 9(y+A) = ^+B(y+«^+CCy+fe)«.. ., 

Substituirt man die AusdrtLcke (42, 45, 44.) in die 
srste Gleicbung (4i0 so erhalt man 



V 
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t 

Vom binomischen Lekrsatze^ 

iToraus, vBrmoge ($. 7., VIL), leeil die Gleichang 
far jeden i>e)iebigen Werth von u uud fc. Null ein- 
geschlossen, gilt; 

%4:=z ^, also -rf== Q, 

2C ^y=s o also C :;= o, 
^ben so . D 5= o etc. 

£s ist also nbthvrendig 

45. q)y Oder fi = J?^, 

. wo B eine. Grosse ist, die nicht von y abhanjt^ uud 
die folglich, Veil sie anch nicht von u abhanfft, 
nothwendig eine Constante ist» 

IX. Sabsfitoirt man diesen Werth von ^ in 
(Gl. 58.), so erhalt man 

St 

WO nur noch B unbestimmt ist 

}^ Da diese Grosse B weder von y noch van u 
abhangt, so ist sie die nemliche fur jedeji beIte|H- 
gen Werth von u und y. Man darf sie daher nnr 
fiir irsend dnen Werth von u oder >.bestimmen, 
, so crhMlt man ihren Werth. fiir je(tes ieliebige u 
nnd jr* Dieses ist leicht^ denn man darf nnvy^v 
setaen. Dieses giebt, weil (i+a)' = ^4.11 <^G/ei. 
chuDg 7.) ist, 

47. x+"=i+5a+M=!ua+£±:l2z2u..... 

.« 3.5 

Hier kann man wieder, weil die Gleichuhg fiir 



f^ ■ a,3 **'- 



1^ - *■. 



A 



r 



« 
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/^om binomischen Lekrsatze. 

jedeo beKebigen Wcorth yOn t<, o eingeflchlossen, 
gilt^dii) Coefficientea «u eineriei Pote«laten von u 
gteicfa 0et20n, "welches ; 

(* = * 

; • 48. I J^.B-'X =5 

I ( B.B— 1, iB— a =^o etc; 

i fiebt. Dcr Werth i von B, "welchcn die er$te 
dieser Olelchungen giebt, thnt, wie gehorigy auch 
alien ubrigen Geniig^e; also ist nnbedingt. 

X. Sabstituirt man noch die^en Werth vbii 
S in (46.) , so erhalt man 

So. (i+3)0y=i+^M+^^^^^a*+ ^^^^''^^^ tt^ 



• • • • 

2.5 



^etst man — • statt n , so erh&lt man 

'Oder, wenn man mit u^ multiplicirti 
5i. (u + il)T = 

, XL. Dieses ist der bekannte binomische Lehr- 
saU in seiner voUen Allgemeinheit. Der vorste- 
httide Beweis desselben. ist durchaus strenge, und 
nirgends an irgend einen besondern y\^rth von d 
Oder ^ gebunden. Er gilt, die Wnrsel u oder der 
Exponent y mogen sein, -was man immer will: ganze 
Oder gebrochene, positive oder negative Zahlen, 
trtoscendente oder unmogliche Grossen. Das' Ein^ 
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J^ont hihomischen Lehrsatze^ 

zige, was dabei naofafttibdlen ware, wUrde noeh 
die Bestimmang des allgemdntn Gli^dts seim, fliem 
wiirde nothig sein, dass man ftUTOr allgtmun den 
B^ihen-Ausdruck fiir Tationatt Po testa ten kennt, 
weil dieselben in der Gleichang (S?*) YOrkommeQ. 
Die^en kann man bekanntlicU elementar finden, i^^ 
depi man z, B* fur (t-f>'^)^9 ^^ ^ eine.gana^ZaM| 
ist. nach der Methode der unbestimmten Coeffi-i 
cienten, die Reibe \ 

a 

ToraassetK^ diecelbemit i^-u multiplicirt, vrelchei' 

^ebt nod ans dem Umstande, dass, wie xilan sieht, 
wenn der Exponent urn i steigt, j4 urn x, J3 nxn 
ji^ C um B etc. wacfast, jden Ausdnzck dieser 
Grossen bestimmt. 

Wenn auf solche Weise das allgemeine Glxed 
des Reihen - Ausdmeks fiir rationale PotestSten ge- 
funden ist^ so kann man, vermd^ der Gleiclmng ' 
(37O 'auch 2u dem allgemeinen Giiede des Reiben* 
Ausdmpks fUr beliebige Potestaten gelangen. Eine^ 
Liiicke bat daher der obi^e Beweis nicbt, sondern | 
es ist durcb das Vorsteh'ende erwiesen, dass der | 
Beweis des binomiscben Lehrsatzes, in der hoch- \ 
sten .AUgemeinbeit, bloss durcb die Methode der \ 
unbestimmten Coefficienten, wenigstens nUigKeh ist; [ 
das beisst , es ist bewiesen . dass sick die durcb : 
ti+i/)^ bezeicfanete, yon^u UQdj^ abhangige Grd'sse, *■ 
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P^om bihomischen Lehrsatze. 

welche die darch die vier Bedingungs-GIeichun- 
gen (5) 6, 7^ 8.) amgedriickte Ei^enschaften hat, 
fans allgemein in die Reihe (So.) entwickeln lasst, 
was auch u und y sein mo^eD. Wir werden aber 
vreiter unten sehen, dass man durch eine allge- 
meinere Meth6de weit kiirzer das nemliche Resultat 
tmd noch mehr , nemlioh auch noch das allge- 
sieine Glied mit der nemlicben Strenge finden kann. 

Es ist nicht unniitz, anf den obigen strengen 

Beweis des so wichtigen binomisclieu Lehrsatzes 

aufmerksam zu machen, weil so viele vorhandenc 

Beweise mehr oder weniger noch Schwachen und 

Liicken haben. , 

XI. Setzt man u^l ^s:^ v so dass u s=: P^^k^ 
80 erhalt man in (5i.) 

oder, wenn man u statt v schreibt^ 

65. uy=(M-it)y+y.it.(ii-it)y-^4^^^fc*("-*)^^^ 

welches die directe Entwickelung der / PotestMt 
einer beliebigen Grosse 11 ist, nemlich der Ansdi^cb 
der Grosse t = u^^ darch u nnd y* Sie enthalt 
eine neue Grosse *, deren Werth ganz willkiir- 
lich ist* 

Setzt man z. B. ^ =2 ti-^i^ so erhalt man 

21 3.3 



\ 
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Entwichelung der Fotest&ten, , 

widches auch nnmiltelbar aus (6o.) folgt^ wean 

man daselhst u. — 1 statt u seUt. 

. / 

* 

DjV iibrigen f&nf Entwickelungen der 

Potestaten etc- 

Aus diesem Ausdrucke der Potestiit u7, dai' 
heisst, auB der ersten der sechs EntwiclLelangen, ; 
%u urelcher dici Gmnd-Gleichmi^ u^ =s x Yeran* 
lassang giebt^ nemlich derj^nig^en der Grosse t dnrch 
u nnd ^y mit u als Hauptgrosse, oder der Pote- 
Stat durch die Worzel fiir einen.beliebigen Expo- 
nenten, lassen Bich nun unmittelbat die iibrigen 
Hinf Entwidkelongei^^ lifie folgt, finden. 

, •'I. Vermogc der di^itten Gmnd-Gleichung C7O 
lit 

65. (u«)« =: u«'*s == iiT, ' 

■wo pi ganz wilttiirlich ist. Wenn man dah^r in i 
den iUr u7 gefundenen Ansdruck ( 53. ) vJ^ statt u, 

nnd -^^ statt yfsetst. 80 bleibt der Werth des Aus- 1 

m • 

dmcks gleich iiT und folglicii nnTerandert der nem- 

liche. Dieses, giebt 

- \ 



m 



» +f^-^-^>-*''(«*-»)» 



Z-, 



m in 



■ • • 



^- 



iii welchem Ausdmck^ sicb nnnmejir tmt} willkiir* 

liche 



r. 



Logarithm nnd LogaHthm^nden, 

Kche 6ros6en I und m bellnden. Man tann y^r- 
mitteb diMer Grossen die Eeiheil coiiiriprgent ma- 

jcheiu ZxL dem fegenwartigei Zwecke sets^ mw 

67. it s» tt"— 1, 
so ist tt"^— fc =s 1 tmd folglich 

i 68 V — 

: ^ m • 3 V "» y 2.S v^» y 

irelcbes auch nnmittelbar aoi (540 folgt^ weiin 
man datfdbat u™ statt u. nnd -^ statt y setal 



II4 Niinrnt man in der Orand^GIeiehnnip zssu)^ 
Toa i eine willkiirUcfae) fi. B* die IPotestfit, fO 
iit, rermo^e der dritten Grand - Bedingnng^ (7.), 

III. Man^setee 

69. X* == 1 4-p tind u* =1 I 4" ?f 
fO i0t 

60. 1 4- p = (I + 4)^* 

Nan i»t, vermoge (5o.), 

■ '^ ' a * 2.3 

worans , wcnn man auf beiden Seiten die Einheit 
Wej;la8st9 and dorch q diyidirt 

[6] 
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• ■ Watwickelung der PptesbMertt 

t * 

Oder * wcil p = z*— I und q = a^— i ist (69) 1 



IV. Fiir 1 =2 Q ist, vennogc (69.) 1 = » +^^ 
illso 9 '= .0. SetKt naan ^lie^ en Fall in (62.) , .«o 
*erhaft man . ' 

'' 6^ !^=j, f{ir,i=o. J 

Die Grosse y ist, vennoge der Grand - Gleichnn^ 
'^diT c? I?, det* Logarithme von 2 fiir die Basis Uj 
«Dder gleidi ^$ also ist Yerni(>ge (63.) 

64* «z = i-Hl fur X =;= o. 

Dieses ist der Ausflrnck des Logarithmen der J 
Grosse 2 fiir die Basis u, aber noch in unbestimn^- 1 
ter Foi^, weil man aoch nicht weiss, was der ; 
Ansdruck, der fur 1 = o, wie er genommen wcr- 

den soil, — giebt, bedeutet* 

y. Man kann denselben, wie leicht sn setien, ' 
^nch nfrie folgt, schreiben v 

65. ««!t ±= i-=5 : 2J=i fur i = o. ' > 



Der Worth der Grosse lZ2 fur A = hangt 

: offenbar allein von i^ ab. Veil die zweite Grosse 
* A^ die darin vorkommt, Null sein soil. Es muss , 
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Logarithmen und Lpgdritkmanden. 

I 

•]«o nothwendi§p irgend cin?p Wertk von u geben, 
fBr welchen iLZi, fur den Fall A a; o, . iter £inAifr 

l^leich ist Man setoe dieseu uabekanaten Werth 
von u gleich «, also 

66. tt = € fiir — ?— = i ; 

o 

lo ist 

67- — j; — = I fiir jl = Oy 

folglicby wenn man ia (65.) e statt 21 seJLtXy 

68. •« = i±' fiir A =i: o. 



r. 



('• 



Dieser Logaritbme einer beli«bi^n Grfiise z fUx^ 
den, durcb (66.) bestimmlen Wertb e der Basis 1^ 
heisst gewohnlich der natUrliche oder hyptrboVucke* 
Die Benennung natiirlich ist nnstr^iiig angemessen, 
Weil die Eihheit die Basis aller Zahlen ist , nnd 
also derjenige Logarithme, far welchen der 
- Ton der Basis allein abhangende Nenner des, all<^ 
{[emein den Werth ,d^s Logarithmen einer be- 
liebigen Zahl Zy fiir eine beliebige Basis u, aus- 
driickenden Bruchs^^der Einheit gleich ist, mit 
Becht der naiurlicht heisst. Die andern Benennung : 
byperbolischer Logariihme dagegen ist nnange- 
messen , weil die Analysis die Geometrie Mreder zu 

« * 

Holfe nebmen darf noch muss, da sie derselben 
YOrhergeht und die Geometrie yielmehr der Ana- 
lysis bedarf , nicht umgekehrt. Wir werden nns 
iiber diese Bemerkung weiter unten ausfuhrlicher 
iussem* 



(S8 I»v , " 

Entwiekelung aer Potest dieny ' 

VI. Am'tssLlfi fur A = o (68.) l^lgt, 

■' ■ ■ ' " '■ 

WMtn^man u statt z aetst, ' 

'• ' 69. JLpl =5 'u fiir 2 = o, 

alsd in (66.) . 

70, »s = g 

Diese Gleichung zeigt, wie der Logarlthme einer 
beli«bigen Grosse 2, fur eine beliebig^ Basis u, aos 
dem naturlichenLogarithmeii der nemlichen Grosse, 
das faeisst^ aus demjehigen Logarithmen dieser 
Grtjsse^ dessen Basis gleich ^, nemlich gleich der 

Grosse ist , fiir welche 1-IIi, fiir A = o, gleick 

At 

Sins ist, geftpiden werdea kann. Man sieht, 
dass man den Logarithmen ciner beliebigen Grosse i^ 
fUr eine beliebige Basis u findet, wenn Ton d^ 
natiirlichen IjOgarlthmen der nemlichen .Grosse ^ 
mit der Einheit^ dividirt durch den natiirlichen Lo- 
garithmen der nei^en Basis u^ oder mit der Grouse 

— multiplicirt Diese Grosse ^ 

71; ~ = ilf 

nennt man gewohnlich den Modul des Systems. 
Die Logarithmen von einerlei Zahlen sind, wi9 
daraus, dass der Modal bloss yon der Basis ab- 
hapgt, und also fiir die Logarithmanden eine Con- 
fltante ist, folgt, in alien Systemen Gleich- Vielfache, 






* / 



11. 1/ ' 6g 

t 

Logarithmen und Logarithmanden, 

VII « Man kann anch* den Aufdruck ^ = ^ 

ixnd selbst noch einen allgcmeineren ahnlichen, tin- 
mittelbar ans der Gmnd-Gleichung u^ssz finden. 
Denn es sei v irgend eine andere Basis nnd 

72. vP sss tt, desgleichen v^ ;= z, 

60 ist erstlich, vermo^e der dritteo Grundbedinr 
gung (7.) (vP)y 5=r yvi x=iuy zsz z^ also vP^r == v^, 

nnd mitUn 

73. p J' = }• 

Da nun Termoge vP = u (72.) p der Logarithme 

TOn u fiir die Basis ^, also p c= ^a, \ermdge der 

GMchung u^ = z, y der Logarithme von z fiir 

: i£k% Basis z/, also y =3 ^'z, und yermSge f^ =s r 

I (72.) q der Logarithme von z fiir die Basis i^, also 

f ss ^z ist ; so ist vermcige (73.) 

74. ^u . "z 
' imd 

75. ^=:?: 



^z; 



^r 



welches, "wenn man v = e selzt, die Gleichung 
{70.) giebt ^ aber allgemciner ist , vf eil die gegen- 
Wartige Gleichung nicht bloss auf die natarlichen. 
Logarithmen, oder die Basis t beschrankt ist, son- 
<lern allgemein fur zwei bcliebige, den Basen u und 
^ correspoodirende Systeme gilt. 

YIII. £& folgt axis d/er 61^c}»iiig< (76,) 



' "z 



Dieses i&eigt^ dass*, wenn man die Lo'garithihen 



\ -» 



70!, !•• " , ' ■ »»•, 

* * 

r 

, M&idi^htfung dt(jr Potestdten 

t 

einer und derselben Zabl z fiir s^ti verschiedene 
B^sen u und v durch einander dividirt, dbr Quo- 
tient gar n^t Viom dem JLogarithmanden % abhang;t, 
sondidni fiir .i\m eine, voo d^a beiden Basen allein 
abbangeod^ Ipojostaote ist^ XMi^ ^war ist diese Con- ' 
fitante der Exponent^ fur .vre|chea die Basis des i 
Lojparithmen im Nenner, der Potestat der Basis des , 
Lpgarithmen' im Zabler gleicb ist; denn es sei \ 
^u =z w 80 ist v^ ==: n, so dass die Bnsis udesLo- 
garithmen im Nenuer "z, der Potestat v^ der Ba- 
sis V des Logarithnjen ^z im Zabler, gleioli ist) 

IXf . Setzt man in den Ausdruck der PoWstat 
uy (580; iu 'Vfolchem m eine willkiirliche Groste 
' ist^ dieae Qrosiae m =: o, so istxdieser Ausdruck 
an und fUr sich unbestimmt . weil darin in jedem « 

Gliede die Grosse r-* vjorkonmit. So ebien aber ist^e- 

fonden , was in dem gegenwartigen Falle d^ese 

Grdsse -^ bedeutet* Nemlich vermoge (69.) ist 
o . , 

— - — y fur A == o, gleich ^Uy oder gleich dem natiir- 1 

lidien Lpgaiithmen der Basis 11. Also ist apcb die 1 

. --tti - 

Or«sse Ull. in (58.), fiir m s=s o, gleich •u. Man, 1 

erJ^i^lt alsO) wenn. man. in (58*)^ '?:>,= setzt, 

' ' '2 ' a. 3 

welches ein ' vSlli^ Kestimmtcr Ausdruck ist. • 

Derselbe ist der^ zuuiu^ Ausdruck der Potestat ; 
uy durch M and. v. £r ist von dem ersten .(53 oder 



r 
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IS. 



I. 



71 



LogarUAmen undJLQgttri^knUittden. 

540, welclien der binomisehe Lehraato unmittdbar 
gab^ wesentUch verschied^n , und. also das Re- 
soltat der zweitm Entwickelung, vr€DiQ\iilaD, statt 
der Basis Uy den Exponenten oder Logarithmen y, 
in der Gi^nd*- Gleichung uy == Zy als Hfttt{i^grua(e 
betrachtet. £r ist der Ausdruck des Logarithm 
manden dutch die Basis u und den Logarithmen 
"j, od«r der Ausdruck dessen, was man gewi>hn- 
iicb ExpontniiMl'Grdsse nenot. £r ist das Besul-, 
tat der zweiten von den miigiichen se<:As Entwicke- 
luogeo* Derselbe wird, wie m^ sieht,> cbenfoUs; 
obne alle fremde Hiilfe , alleio dorcit^ den binbmi- 
scben .Lehrsate gefundeo. Die Rechnung , welebe ' 
noihig war, um daza zu gelangen , gab zfogleich, 
im Vorbeigehen, die HauptsaUe der Thebrie der 
> Logarithmen. 

X. Da allgemein n* =5= n (61. 80 also "« =: 1/ 
ist, so ist auch H s=: i» Dieses giebt,' wenn man. 
iu (77.) 11 = e seta&t, 



\ 



' ■ fi ■ 2.5 



• • 



Seta&t man hierin noch j^ = 0, so erHalt man 

79- e=.4-i+i+j^+j:J::j.--; . 

= 2,718281828469 .... 

welches dek' absolute Zahlenweipth der Basis e der 
Batiirliehen Logarithmen ist. 

Wir geben zur drittm der moglicfaen sa^tf Ent- 
vrickelnngen . iiben . , 



y 



, > 



■> / 



' EntwicAelung d$r Foteitdten, 

L Man 66to6 in (65«) 

8o. » SB 1 -{-p, od«r 9 :s! > ~{~f} 
00 erltSIt mao 

8i., «* as i»±i)iz± : ii±£iizJ[ mr;ix: 



Diesq^ giebt,' wenn man Zahl^r und Nenner napli J 
dem binomischen Lehrsatze (5o,) entwicielt, | 

it,--,*+*y+ 9*...— 1 x+^p+ p\^.^i i 

"■' — ' — 



••^mmmmmt^m , ■^^■^^■^aaa^sMi^,^. 



Oder 

^+. 9* + — — y».... 

'"« SB y . ■ ■ . t ■■ - ' .■■ . .. ■ .. filr 2 ss; o; 
p+ — «•?*+ — — «' 



• t # • 



« a. 3 

|iUo^ Yrenn man -yfrlrkUch A ess o setzt. 



»-^+v 



• • • • 



u 334 

p» y» >♦ 

^ 2 5 4 



pdep, wenn man aus (80.) die Wcrlh© «u-x nnd 
« ~ 1 von p und j substitoirtj 



«a. «jr 



« I 







* < 



9^ 5 4 

' • ' • • • J 

Dieaes iat der allgemriae volktandige Auadruok 
dca Lojaritbman ^ der Zahl x fur die Basis w, also 
die Entwiokelung der Gr6"sse y in der Grund-Glei^ 
chi^S m/c«x duroh die beiden andern 6p(tosen u und ' 
», letotere aU Hanptgrowe betrachtet. Sie istako die 



: 



Logarithmen und Logarithmandmi. 



erste der beiden EDtwickelangen TOn y and 
dritte der iiberhanpt Statt findenden sechs Ent- 
-wickelun^en. Auch sie beruht^ wie man aieht, 
allein anf dem binomischen Lefarsatse; 

II. Setzt man in den allgemeinen Ansdruck 
des Logarithmen ^^z (62.) , u =: e, welchea den na- 
tUrlichen Logarithmen giebt, so erhalt man fiir die- 
sen Fall, weil alsdann der Nenner des Bruchs (65.) 
gleich £ids Torans^esetzt wird (66.) 

83. e, =,(,_.) _(fr:i!+(2i:0!+c-oV.. 



• • 



2 • S ■ 4 
Oder auch, wenn n^an % statt 7, — x setzt , weil 
X = I •-{-» — 1 ist, 

z* s' z^ 
84, •(! + 2) S5S S — — + — . . .• 

-f \ r J a ^ 5 4 

III* Da Yermoge der dritten Grundbedingnng 
(7.)) Tfrenn man in u^ cs Zy u^ statt u setzt^ 
vro m eine willkiirliche Zahl bedeutet, (z««)y =5 
tt*y=zs (tty)«'=: x"* ist, so kann man, wenn man 
u"^ statt u schreibt, z^ statt z setzen, ohne da. 

! durch den Werth von y^ oder von ^^ ;iu veran*- 

' iera. Dieses giebt, vermSge (82.)? 

(zin— 1)* (im— 1)»— (zm— l)* 

85. %zsz—. 1 5 i ^ 

(ttin — j)» (um-^j)» (um — j)* 

wo m wiUkurlich ist. 

IV. Man kann vermittels dieser GrUsse m 
^« Reihe fttr den Logarithmen so cpnvergent nia- 



V k 



I 



• - 



w. 



. . Enbwkhelung der Pol;estU^^j», 

cheiiy ais man vill* > Wie leicht 2u seben, i«t die 
Convergenx mm ao starjker, je kleiner man m aa< 
xiimmt, wlul akdann die Grosse z"^ — i eia um so klei- 
nerer Bruch isf* Die starbste Con^ergens fiadet abo 
Statt, '^enn ihan m s= o setzt. Um ra selien, 
was in diesem Falle d^r Ausdruck (fiS.) giebt^ bringe 
man ihn auf die Gestalt 

86. "z = ^ 



(»"— 1) [I J- + " — g . . . .] 

Dieses giebt fiir xn =: o * 

"2 = -- — : ^r m = o, 

welcbes wieder der Aosdrnck (63.) ist, yon viA- ; 

chem man ausgieng und auf welcben man also auf 

diese Weise zuriickKommt* ' 

I 
V. Setot man in (S5.) n = e , so erlialt jnaa ; 

fur den natiirlicben Logaritbmen, den der Conver- I 

gens fahigen Ausdruck: 



*^- 



5 4 

87. «z = — ■ — ^— 

a 3 4 

VI. Dieses von Lagrange angegebene IVBttel, 

den Ausdruck, der unmittelbar den Logaritbme' 

. . • • 

giebt, convergent zu macben, bestcht in der obi- 
gen Einfahrung der willkUrlicben Grosse m* 

i 

Es giebt bekanntlich. noch Tielerlei andere Mit- 
tjcl, Ausdriicke, .die die Logarithmen s.B. mitHiM(^; 



^) . .... , ' • ; 



Logarithmen und Logarithnutnden^ 

$oho9 berechneter Lo^arithmen benachbarter Zah- 

tett g^htuy convergent jbu machen. Sie folgen aus 

, der obigen allgemeinen Theorie der Logarithmen 

uad gehoren nicbt weiter hier her.. 

I 

Ziii^ Warren Ehtwictelung nehme man die erste 
I der Basis oder .Wnrzel^ also die Entwickeluog des 
I Ansdrucks der 'Grdsse u ans der Gleichung u' s= 7 
j yermittels der beiden andern Grdssen y und z^ 

I. £ine so^'^he Entwickelnng findet sich un- 

mittelbar, wenn man die Grand -Gleichung )selbst 

f verwandelt und gleichsam umgekehrt. Ans zz=z u 

nemlich.folgt z^ cs (u )y^ und- da nach der Grund- 

y 1 y i " * 

' bedingung - (7.) (u )y = u • ^ =: u ist^ 89 ist 

X ^' . 

1 88. « = «y. 

Man erhSLllalso, verxnoge desbinomischen Lehr- 
satees (Gl. 53.) den Ausdruck der Grosse u dureli 

% and y unmittelbarj wenn man in (Gl. 53«) z stait 

1 7 

u und ~ slatt jy setzt. Dieses giebt 

i • * 1 

89. «y »A=(«-*)^ + 7 fc(^A)y"' 
H — . — 1.-7(2— k)y .... 

wo k ^illkurlich ist. , ' 
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"^ Entwickelung der Potest a;ttenj 

II. Set£t mun in s^ ::7 ii, 2°^ sUtt s uiid mj^ 
9tatt^9 so behalt u den nemlichttn Wertb. Dieses 
giebtt 






-•I 



. y Vy ,V 2m»^ / 

wo swei Grossen ft and m wUIkUrUch sindy dnrdt 
jfrelche man den Ausdruck convergent machen 
kann; 

III. Will man den Ausdmck von u hloBs auf 
rationale Potestaten bringen , so darf man nur das 
WiUkiirlicbe k. ^ z^—i setzen. Danii ist «•— ik 
c= 1 and 



^a.5V IB y r \r J\y J 

Vfo nocb.m willkiirlich ist. 

IV. Setzt man das willkarUcbe m gleich i, 
so erhalt man 

9»- «' = «=«+j<.-0+}j:-(j->)(J-i)' 

V. Setzt man das wiilkiirliche m = o^ so erbalt 
man , weil in diesem Fall — — as ®« (Gl. 68.) 

TO 

II ■ 95. «y s= II + !f 4. -•liL; .... 
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lagarithmen und iJigqj^hnumden* 

t 

irelch^s auch nmnittelbar aus der Gleichani; (77.) 

fblgt^ wenn man daaelbst z statt u and — statt y 

setet* . .:; .-i :. . 

VI. . SeUt man ^ =: x, so erhalt num die Gl^i^ 

cbnnflf 

e » e '» 



• * 






Oder 






r«tJt""* - *- . »*^-. • ,-. .1. 1./^ .-...* 



Oder 2*+^ =: « [1 — ifc «« 4. —««(«« + 2) 
iSetot man hierin 1 -|» ^ ==: J^ » J^o erhalt man 



tM 



• / 



me in der Gleicbung (77.)? wenn man in die- • ^ 

lelbe ^^ s= 1 aeUt. 

Diese Ansdriicke (90^ 91, 92, 9^9 94;,) sind Reful- 
tate der Tierten Entwickelnn^. ^ 

• a • 

Sine andere, von der Torigen -wesentlich yert 
schiedene, Entwickeldng von u, als fur^t yon den 

' a 

sechsen, erhalt man yrie folgt. , 

I. Man setse in die Gleichnng (93.) —r-r — 1 

•tell — , so erjhalt man, well — tt*"* = (1 — fe 1 . 



.r 



tl 



t 

^ \ Entwickeitmg der Potest&tenj 

i 
95. «y==>««:2[i + (i~JV).«« + ^^^^^ ««(•« 4-2)1 

' . . r . f , - . 

Welches 1 eine von der obigen wes'entlicli yerschie- 
dene Eiitwickelaiig^ TOn u ist 

1. '••'•'■■ 

IL Die GroBse zr oder 11 behalt den nemli-^ 

cneii Werth, wenn man «« statt t und iny slatt ■ 

^ 9eUt. Es ist alao auch, und zwar weil •(z") 

Sis m% 

WO die &roS8e m willkiirlich i«t, dnrch weldie 
man also die Reihe conyerg^ent machen kann. 



\ 



i5* 

Zur tfechfltcn Entwickelung ist noch die sweite 
des liogarithmen, oder der Hvw^y in der Gt^i- 
chang i/y == 2 iibrig. Man erhalt dieselbe aus der 
Gleichting (gS.), wenn man aus derselben y dnrch 
u und X ausdriickt. 

I. Man bringe sie. zu dem Ende auf die 
Ge»talt 



«-3 

L Der Ktrze wegen «tze man 



f < 



f 
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LagarUhmen und Logarithmamlen. 



f. 



98. 



u — z 



JL^^Z 



, nnd, nach, der MetKbde niit nnbestimmten Coefli- 
denten, ' s ^ » • ♦ \ 

99. 1— y =i: (tp + Z^P* +yp^ 

vo die Cocfficienten a, /?,/•••. £U suishon aind. 
• Snbstitmrt man den fijr 1 — y angenommenen Ans- 
drnck (99-}* desgleichen den Ansdrabk (gS*) in' die 
Gleichan^ (97.)» ^o erhalt lasin , « 

p =s a|^ + Z?;;^ + yp' 4^ ^p* . ... 



+ (aP + /?P* + y/'*---0 



2 •* + * 






•«• 



;oder 



Da au den v^rschi^denen mogliclien Wcrthen f on p 
auch der Werth o gehort, indem u c=: 2 oderjf = 1 
ftdin kann^ sa kailn man die Co^fficiei^en' der rajUo- 
nalen- Potestaten von p gleich setzen, welches giebt: 

J'-t-— 2— -^T ■ 

c 2 e_* e.2 

also- 



»-^ = 



n — ^z 



*^"«r 



^•(f^y+'^^iT?)*- 
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Enfyvickehmg der Pote^tMe^ 

Oder 
oder'aueh 



• • I 



„.; ,=^[.._(i-.)+(±..)-(^+»); 
+(T-0'C^-H+i)-] , ! 

II. Setzt man in die Grund^Gleicbiing z csaX, I 
u™ fltatt zi) io kann man entweder s"^ statts, oder ! 

•^ statt y setoen. Beides verandert die Gleichnns; ! 
« ' % \ 

niolit. Anch Jkann man z!^ statt % nnd fnj ttatt jr | 

seUen^ obne II £a yerMndern. Das erste giebt ! 

joa. J'=;^;["'.-((7)"-') 

i 

Das andere giebt 



-(^-0*(v+^+0^-^-3 



Da^ 
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EniwicAelung der Potesteitent etc. 



)s dritte gie^t 



* >' 



m 



■ • > * 



■ > • < .■■■■■ 

Vermittels der \nlllkiiriiclifiQ Grosse m kann 

■ • ■ • « « . • 

an diese Aiudr^iii^jk^ jQ^mvf^i^eot jiMc^^ . ^ 



4, f . • 
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Entwickelung der Potektdten dtk 
. rdurdt. AbleHunsdn* 



N. 



Obiges vind die sechs verscliiedenen iiio|pIichen 
tntt^ickelan^ea 9er Grossetj-Verbindiitts ii^ = z 
unter dcniftn, dttrch dirf Glci(ji*n^eil' (6> 6;' 7/^*;) ' 
ansgedruckten Grand >» Bedingungen. Dieselben 
geschehen , wie man siehtf, vorsiiglichr tiiid 
allein dnrch die Methode der unbeAtimmten Coef- 
ficienten ^ nnd geiten nnbet <i i i r ankt fur jeden be- 
liebigen 'Werth der darin vorkommeDden GiKw- 
sen. Si^ Bind also aach recht elementar nnd 
geordnet"; allein sie sind deshalb noch-k^es- 
weges die besten* Das angewandte Verfahren nem- 
lich ist 2iwar in so fern gleichformig ^ als nur 
allein die Voraussetzungs <• Methode als Haupt- 
mittel der Rechnung gebraucbt wird$ allein eft 
sind mehrere Kttnstgrifie oei den Verwandlnngen kh 
Hiilfe genommen worden, \7elche nicht durch sich ' 
selbst zeigen^ wober sie kommen nnd varum 
gerade sie und nicht etwa andere angevrendet wer- 
den. So z. B. ist die Verwandlujfig ($. ii.) bei 
dem Ueb^rgange "Von dem Ausdrucke der Potestat 
'«am Ausdrucke des Logarithmanden, und die Ver- 
wandlung ($. i5.) bei Umkehrnng einer Reihe, "wie 
cufallig da, < und also fremdartig. Dieses ist einer 
guten MeUiode nicht gemass^ die yielmehr eigen- 
thiimliche Kunstgriffe, nicht allein TerschmShen 



f 



tjiiideira .TeTil^i49ii mif^^ und nur im Nqthfcille 

fliclv ibper bedie^eQ.darf. ^yenn das allfi'exneioe una 

I r.f{el}i)^sij^e V^rfaiUri^a jpipht me^r zureicht ,DenQ 

alle yerirandlaDgen vnd Satze, die sicht die Un^l 

tersnchuDg selbst an die Hand giebt lind noth- 

^eadij^ mit sich'f^lirt, ^inrd ipitr ffie kr^re- fiiniicht, 

vid in^b^sondere far- den UnteH^lcht nabhthdifigt 

I Sie Wiilg^en sam: Aiisirendi^Iemea il]||d^"«M* Hftitt 

i des GedachtniBs. fiii^ii aber isl in eid^r Wls««tt- 

; ic&AftV ^ie ^iticf -Sclmle des Denkeiia ^eiii^loU^ 

f sihSdIicIrer ak^ Z^ses; Benn e» macltt nicbt^alUSii 

die Knsicht Tdn dem 6edSchtnis^e abhgngig , s<m^ 

dern niiterbticht Veientiich den 4c^8c^A; 2mA9m^ 

i^aiie der ,S«t4(p.:. , 

IH^ ..obigea f^t^jpM^gen sind alsa eigeA^r, 
lich i;nii%f«wegeft^tel»e^ar,2pi..]^en^en^. i^Rd^ls ^ 
bentoff aiisuerkeoinep^, .• > , . : :, ^, 

Der Fehler derselben ist der nemliche y dejr 
nberall in der Analysis m sehr fiihlbar ist, and 
£6 Fortschritte derselben ilkf eini^ anffklMnde Weis^ 
bemmt, nemiich der, daesmap, statt^eii^e aZ/gemsine 
latwickelunff voran^VisjcbickiBQ, ni^ d\e Sa^^e daraus 
nmr ^a besondei^e jfalle ab^^uleiten, hiervielmehr die 
Aofleaungs-Methode blos$ aof einen^ehizelnen SaU 
anweiidety iind .dajdnrch ihre Wirk^ng vortfa^lidi 
si;hwMcht« Die Ablaitiin^: verwandtcr Satze moss 
ftof diese Weiie natftrUcb, .wenn niao nicht die 

^ 4 I J « A . 

inweiidQiig der aUgjemeinea. AiiilpsapSs-Method« 
bei jedem ;Sat4e nfie^^i^'^oi^A. » spii4erii die ^^t^^ 
unmittflbar $m eipijw^jc ableiten wJJj noUiwen- 
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6^1.b»t liegeri 
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M?it&icikeltmg S^ PotM^lM etc, 

aig sihwiei-'itj Vein 'ui'd iCttWUg^e'-erfbrfleffi; 'aW 
vbii der ; &gentfiumlicIik«iV ' dei-' Sata^' aftffafeigeB, 
tind 'folglich' mchi; m d^i- 'iiftgietofeinejv Mfe«4ia« 

,M .V6r|a»gt,5nas .da^e^^•be«»e.u^d^gfeicl^fi^^mi■ 
|^B^;;4fflC. ti^PPJ^^^^PJ I^stg^^e Jiiqjit b«dttrftige 

iHiftaPV^i^d > - sfti i«ii8& n\pn, i^p^wendig €^« t. ^^ie^e- 
Aigtn .3«it^& gafet^l^a, seiche sicb auf di^^^ MejU^ogio 

»lWW««>8*t«iu»g«TJF9rm von .Gwi^fien, gr^de?^ .|ai}«fln; 
Hiezu gehort vor AIIem^«r'1>ekkiiiile,- ^m 

wie 0? + *, abhangigen GroWi^ /(«'4-'lfc^ »-«* 




cfeeii (jrossie'JPcc fcu 6eBtibhn^t((h5 Coeffici^hteii bfe- 

aeuWti^" ^ass *<lann in' (te^^^ sKHimtlichcft 

»i • • ,,^ . _ .■■'•» . * ■ ^ , ^ , ' 

*tk)effi:cienteii"^p,"-Srit ^l,\:!^'^XLtiiet alletf Um'stafa^ 
den/ jeaer aus d'em iliiii ^uriiriiVtelbaJc^ vorher^libn- 
"den/ gahz' durc^' ei6e &n^ dies^el6e Oi>er5itit)ii ffe- • 
ftknden wei*^en konheh* Mail eielit dass trtaii dtlf (A 
*diefiett"SalSij sclioh den *^g?bkd^ii Vbrth^il * erhSit; 
dass * bei' alfeV liiir m%lfth'en''feiitwi<fWurigett 'W- 



mer our uoch nfosa d^^^.^lden er^t^, Coefficientes^ 
oderyiehnehr nur 'v^g^dcf|emgen^Qj»^jciitipp diqRiedt 
sein kann. ^arch vrelche der sweite CittejBBideiit .JST* 

; aas dem ersten Xo gefunden wird. Kennt man 
diese, l^o beiint IMB atich scliQli'di0*^[^xe Reihe, 
T^ell aKe Coefficreiiten'durch iieneHnUchB Qperatioa 
Ton einander abhto^«n:'v TJad* wasiisodi'wiehtiger 

i ist; man iit dtor iM' Stande, ^&s di||||rc>«'ne'^8cii 
aneu^ben, wdbbes^bei besondesii reitizcEUr^i iEntu 

. wickelan^enge^^httUtiihirocbeigciitiiamUojbitSGl^ 

f ngkdtea bat. Dieter aU^emeiaa Sate ist^ ab4 
Tor Allem nSthig. • • « ( V, ' ., . j . • 

Fiigt man en demselb^n einen zweiien,* der sicb auf 
Umlehrupg der Abbapigi^b^il dei? :G«(i9«Qn ,be^q\it, 
die uberall nad s. B. auch oben bei Entwickelang der 
Grossen-Verbindung ut =s z vartohimt, indem 
man z. B. z als abhangig von u und J^, eben^ io 
aber aucb umgekehrt y als abbangig von n und «, 
Oder u als abhangig vod y und z betracfctcn kanti^ 
so wird man weit regebnassigere Entwickelungcn 
ansAufiiJiren und -weit mebr eigentbiimliche K.anst- 
grifie £u .entbehren im Stande &ein« ^ 
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l?^r Taylorsehe Lehrstttz. 

Den b^ten und einfachsten Beiireis des durch 
die Gleicbung (loS.) vorstellig gemacbten allge- 
nifiiaen SaU^a .hal . Lagsange gegeben^ ^ £s i8,t ng- 
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l!ii{^ ihn hierher ra seisin ^ ifvUl dab^i Bemer. 
kuhgen sti machen nnd ^ Sit- aaf das Folgendt 

. Besiig faaben^ 

♦ . , •- . . . 

« 

L Zitfj(rderai i^t klar» 4mb^ wenn. man far 
/(«^ k) die. Reihe (io50 T^raa«set&t» das arttot 
CrKed darsAben ^ , witer ^aa ,Um&t^aden , and 
.vrelche^ auicfa die Z!uainn»«t)seU]Guigi - Form der 
ixrspxiiiigJiiBhftii .Grfisse f± Bein mag , dieser GroMe 
•a^int gkich aeiitmiua, veil die (^eichung (io5.) 
<ar ft ss o ifi fx.ss: JTo libergeht Die yoraosge- 
setzte Reihe (io5.) moss also zufordersty unter alleo 
UmstSnden, die Form 

106. /(x-f*>ra/* + *a:, +t*X, 4.i»^X,.... 

JiabeQ. Da die anbestimmten Coefficienten X,, X^^ 
.Xg • • • . nacb der Voraiutetsung yon k allein ab- 
bangen BoUeoj bo kann mao dieBelben auch dm^cb^ 
fxi^ f^j f"'x».., beseichnen, und folglich 



lo^\ f(x 4. ») = /* + kfx + iV"» + k^f'x.... 

aetsen* 

n* Nan Betse man atatt der GrojBe i, welcbe! 
gane willktlrlich iat, die Gr^sae k-^e^ bo gebt 

^ber; Aber iB[mdk x iM gan^ <wi81itti^Kcb* Alto 
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Vom Taylorschen fjchrsatze^ 

% 

lurnn man auch x-{-« ftatt x B^itetu DiMei ^ebt 
•benfalls f(pc -|* A 4- iind swar 

109. /(ac-f-il+e) rr 

iJtfan hat also surei irersohiedene Reih«n liir difi 
i^rosse /(x + 1^ + c)> die genan dieselben Wcrtht 
Aaben. 

III. Noh B6t£e mftDi der binomische Lehrsatfi 
$ei fiir raiionali Pote^taten allgemeiii bevicsen, wel- 
ches .combinatoriscb) Oder 80n9t,. !«^ie gbeii gesagt, 
•nf irgend eiae <beiiientare WeUe moglich iit, eo 
lasst sich der erste Ausdruck £ai;/(x-|-fcrf-f)(io80 
in folgendea verwandeln: 

-{-efx+akBrx + ik^spx... 

lY. Der sweite Aasdruck (1/019.) lasst sich, . 
weil ^x, f'x etc. eben so woU ale Xy zusammen- 
{•setale Grossen :sind, wie fx^ ebeufalls noch 
vreiter entwickeln^ denn so "wie /(» + *) ^ 
«+ It/ x+fc* /''«.... gesetBt wird, kann man auob 

4* I* w. setsben, wenn man. die Verscbicdenheit 
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» f < 

Woifi iTaylorsckeH Leftrsiabze. 

Sev CoeiBcientaa in 4i68eD verscliiedeiieii von x 
abliangigen Grossen dorch Stxic&e sor linken Stite 
des / anzeij^t*" Substituirt man die obigen Ans- 
drucke in die ^weite Reihe fur /(«+*+ ( *?9" 
6a erhalt man . 

+ **/"'*•♦•• 

V. Diese 4[>6iden Ausdrucke, (iii nnd lis.) 
sollen nan idenfisoh gleich* ^ia. Setst man sie in 
Hhe Gleichung , lai»t alie gleiche Glieder e}me a 

' -vreg und.dividirt.dttrch «, 00 erhSlt man 

Endlicli erhalt man, wenn man die iirillkiir- 
Uclie Grd'ue e cs o setet, 

VI. In die^em Ausdracke kann die Grosse 
k beliebige Werthe, und unter diesen attch dea 
Wertb Null haben. Man kann alio die Coeffi- 
cienten ^u gleichen Potestaten TOn k einander 
ifleicb tet^en. Diesea giebt 

114. fv=iy'p«,r'^=4r««tc.; 

welches xei^t , dasa der Coefficient fxim drittea 
GUede der Reihe (xo7*), welche entstehtj wenn 
man in /x, x-^k afatt ;c setst^ der HSlfte des CoeP- 
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^^e^loi'schch- Xjohrsat^i 
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iii'iCiii.) wdcke eiitsteht^ ire&ii/ Kumin f^Xj odW 
Vi das fw^ite Crli^4 ^01^ (i^o^.) vi^^e statt a?, oder 
was/ veil B tvillkiirlich ist , das Nemliche' sein 
, wurde, x-^^'staft 9c setzt, gleicli istj dass iettitt 
der €k>irtKciiitt-/''a2. sum • Tiertea ^lied dtr:.R^Ui^ 
{u>70 c^nem JJjFittlleile de^ Coefficienten ^f'-x sum 

;&weiten Gliede der dritt^a. *Ileibe (ii,^«) gleich ist 

'' ' ' ' ■ *. . • , 
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TIL lyian findet also hieratis den in ($. 16*) an- 

< . -k .„.-«.. ' - . -1 'I 

^£ei^en allgeineinen ' Sata^, dasS . die Coefficienten 
/'x, /"«, /'V*etc. ,in dem yorausgesetzten Ausdracke 

/•(* 4. ik) sb /« + if ;« + **/> + *•/"> • -. 

alle, jeder aus dem ihm sunachst vorbergehendeiiy 
gao£' durch •einerlei Operationen ^ gefiinden verden 
konnen. Denn tc&lvl erhalt denersten/'ac;, \^enii man 
in fx , 9^ 4^^^ sUtt ^ setat, und ^ ans der entste* 
henden EntwibkelvBg den Oefficienten cur ersiea 
PotestSt ^on If nimmlt^ in so'fefa ein solcfaermog* 
Hck i6t, und densvlben dtirch >£e Ordnangsieafal deb 
. Coefficientenr i d&vidirt; Hld^. erhilt: den jswejMi 
/'x, wenn . maO'in den Wri^en Go^iBciantflB'//ic 
Ten Neuem «-f> ib statt x)s^iat^ anis der eatste- 
beaden Entwideelung wiedei'nm dentCoefficiedtm 
xur ersten Potestiii' yon k nimmt^ und ihn durch 
die Ordnungssabl des Coefficienten 2 dividirt u. s. w. 
'•lUnmtliche Coreffiscientea ^alto^^dep Reihe nacb, ei- 
oen anas dem: anr^ern, gau» dur^veine und dieselbe 
Operalien.. • 
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: ' Weim man die«e Optratioa, puit A«Mcbl«#s 4«r 
DiVkion , mit' der .QcdBujigsftahl de« Coefficieiitefii 

durch — bezeichnet, auf dieselbe Wdse, wie mati 



» 



eiae Grossen-Vcirbindatt^ £. B. darcfa / oder 9 
and^eutel^ and swardurcli— , urn doccb daa untor-*' 

gesf^teie -x anziizeigen , dass sicli die Operation am 
;r b«8£iebt, und durch x vtrrichiet wird; so iLakh 
nian nnn die Grosse /(«v 4" '^) durch 

ausdrii^cken. Die Goefficienten ■— /^^ — ^^etc, kaaii 

..... • • . . , 

man AbMlungM erster, cweiter etc. Ordnung nennto. 



18. 
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- » Dteier ^ns aU^emtiine Satz iat nilter Taylorii 
aeiaea Erfinders, Namto beka«ni& '£r h^t daa Vfl- 
f l&ck jpehabt, nntqr die t^ermeinftlicfcep ^atse Tom 
'CnendKcfa-Kleinen su gerathen^ und auf die Weiit 
lasfe Zeit fiir etwas Hoherea ood Schwerea fe- 
Jii4ten:4ind fdr die £ieaMntenutslos.gemacht word^a 
«ia acta. Wie maii aieht, hemhl er lediglich' 
4et Methode der fUibeitimmteA Ooefficienteni ua< 
kaaa dnrch fans einfache< Operiattoncm der Bndi^] 
•ataben-Rechnnng gefdnden irerdefay ao daaa ea ka 
-«twaa Xinfiieberea iuiid lieicfaterei fiabt^ ala d 
B«wtiia diaa Sateaa* : liagininge' liRt.ihn dvnch dm 
obigen Beweis suerat dam UnandKchen^ vfinp iNl- 
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ydm Taylorschen JLekrsatze. 

'them man 'ei^entlich NiehU yireisBy entrisBeoy and 
der vrflhren Maiheniatik wi^der^egeben* Er hat 
aher eiiien Schritt eu iimn iibrig ^laMen. £r 
gab nemlich den Beweis nicht ohne weitere Vor- 

■ bereitaog^ sondern suchte znerst ku htwusea^ das« 
tich allgemein fiir / (a: 4- JJt) die Form f x -{' kfx 
^ k^f'x « 4 • • voraossetaen Iaa«e. Dieser Beweis 

<€rforderte natiirlich Bchon im Voraus tiefe und 

■ umfassende Kenntniss der Analysis, welche, gerade 
- umgekehrt^ der Sato erst begrunden su.helfen be- 

ktimmt ist. Der Beweis' gelang nicht und konnte 

schwerlieh gelifigen. Die Folge aber war, dass 

* 

der scheme SaUs so siemlich abermals nocb den 

Elementen entrissen blieb« Wie man siebt^ ist in 

der Tbat nichts liberflussiger als jener Beweis* 

Darf die angenommene Form nicht vorausgesetzt 

werden, so wird sich's schon aos den Resultaten 

Eeigen, die man fur/V, //'* etc. findet, wenn man 

diese Grossen'wirklich berecbnet* Findet man. fur 

fXyf'x • • . • wirkliche bestimmte Ausdrilcke, so 

ist wohl kein Zweifel moglich, dass die Form er- 

lanbt sei. Denn unstreitig existirt, wie weiter 

oben bemerkt, ein Gegenstand, wovoh man yoll- 

standige Kenntniss, in alien seinen Theilen hat, 

snverlassig gewi^s. Der Satz beruht^ wie irir 

sahea , auf der Methode der unbestimmten Coeffi- 

ciepten gans allein, und man pflegt aucb, bei den 

Tielcn andem Anwehdungen dieser Methode, vor- 

Iwr kehien Bewek in, verlangen, dais die vorauage- 

«^tste Form #rlaubt %ei. Alio kt «in sMdMr SNUdh 
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'f^m TayloKiit&m. LehrsaSzd, 



liier meM nStiiig-. ' Dec S«U «tebt, 'ohne An, ia der 
li€K)bBien .Ali^emetebeit nod nit yoUer Strange fest, 
uud.heiftst wie €oigt: . : .. . 

SbftaM iich / *(* -4. It ) in «iile R«»be Ton . 

' d^r* Form /jc + fc/jc 4- **/'*• JU entwickeln 
VAssty ^o'Sndet ^in ^e Ci>effieiettteu za k, k*j 
\* :'. , ., j^en ate^^^d^in^ fumiittelbar Korber- 
gehenden, kU« diii*ch'^imrl€l O^rarfion. M 
' ' die Ent^vickeI1itig i&*d6r vo3^att^#s««0leii Fmtii 
n^ogUcb sei, fiild€ft 8i€h in jcdifem beMndern 
Falle y vtenn man l^die ' Eatwiottelung wirklidi 

' yeirichtet. Mlgt^&d* laast aicih Dieses nicfat 
ssLgen 'y denn in der That findet die Entwicke- 
lung «u\f'eilen' nicht-Statt - 

So ausgesprochen giebt es, wie gesagt, nichts 
Leichteres, als den Beweis dieses Satzes,' 'iind so 
gehort derselbe ganc eigentlich tind reclit w^sentlich 
den Elementen, wenn man will; der Buchstaben-Recb- 
nung an ^ denn nicbt einmal eine Gleicfiangs -Anf- 
losiing/ also selbst nicbt einmal die Algebra ist ' 
dazu nothiff. ' 

Ans (GL ii5.) ist leicht zu sehen, dass der 
erste Coefficient der Reihe/* + *A +ikV"j^-..., 
odei: die Grosse 

■ ( X . a 

Utc^ , w^pn nian darin fc = o set|$. 

DfteMT* Awdrucfc dicfnt aUgoneio, . dieses , erstcn 
'Os»ffl t faa « B . »aefa d«c. Nfttar der ,f egej^epen ^ ab- \ 
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Vom TayloTschen JLehrsatze. 

hSngigen GtiisM fx zxt. fiodeii. Aus demselben fiq- 
'den sich° auf gleiche Weise alle iibrigen nqd folg- 
lich die ganse Reihe. 

' 19- 

So leicht nnd schon ab^r anch der Lagrangi- 
sclie Be\veis des gantf allgemeinen Taylorschen 
l^atzes in der obigen Ge^talt ist, no ist daran doch 
allerdi'Dgs noch' Einigea atiszusetzen. Dieses mnss 
um so mehr bemerkt werden, wcil es daliin filhff, 
den Beweis nodi leicbter, elementarer und all- 
gemeiner zu machen. 

jErs/Z/cft nemlich ist die Vbrslellung der Wio- 
derholung ^er Operatipn nicht ganz deutlich uud 
irenigtteivs nicbt fur Elemente geeignet * 

JZgeitfns k^mmen I^^i der Entwickelung der Re- 
salute nicht qiU Glied^r der beiden Entwickelun- 
gen (iio and ii2«)9 spqdern^nn^ einige in Recli- 
Bttug. .£s folgt nun zwar darans, dass die ein- 
Mlnen Glieder schg^ yollstandig bestimmen , Aras 
man sncht, dass die iibrigen Glieder Nichts Jn-- 
itrti geben kdnnen, Indessen ist auch diese Fol- 
gerung, nicht fiir Elementc. Will man fiir diese 
strenge \erfahren y so miiss man ' sichtbar iil^ch- 
weisen, dass die Ubrigen «61ieder Nichts An der es 
geben, -was aber den Beweis weitlauftiger uiid 
folglich schwieriger machtl 

Dtt Beweis hat • alsoi hoch Einige^, was 
^nitvi tihd* eifafacher za' wiLnschen ist* Es- ist 



94 L 80. 

Allgemeine 



^^ertnn nvr alkin daher kaim^t^ - dktos ddr 
Beweis nodi nicht all^^mein feun^ ,iB^^ §Qtii.tn^ 
•tatt alle Falle eu umfassen , bei eiaem einzelnea 
Falle jitehen J>leibt. Difl« *i8t dethalb^ \richti^, weil . 

AaxiM abfrnxBlB eine t^st&tigVflS ^^^ i.^lS^>neio^ 
y^nbrbeit liegt, da^s. ia der Analyais _nur das 
Altee^ie^nfite das Beste jini. sugleich 4^1 Einikchste 
ua.d Leic^teste isU W4r yrerden die Bebauptuo^, 
da0« der Beweis, allgmnein gefasst, besser und 
leix^bter gegebcn yr^den kdane^ .weiter unten 
recbtfertigen. Wir schieben 69 bier at&f,, well die 
Recbtfertigung nicht bei dem gegenwartigen Gc- 
braucbe des Satees, ^pndern erst fernerhin sugleich 
ibre Anwendang findet. pa der Taylox^che SatE 
an sicb selbat, obne sie unbezweifelt feststebt, so 
kann man vorlaufig bei /dem ' bishefijetr Beweise 
desselben steben bleiben nnd zunicbtt erstnocb 
Bu dem Uebrigen, \fa9 nbcfa fiir dto t^Hegenden 
Fall der bei der Grossen-Verbindnn^ uJ z±z z vor- 
kommenden Entwickelnngen notbwendig iH, Mber- 

1 •. I * ■ ■ • • 

geben. 

' : ; • • 

JVofh, fmig'e, allgemeine Satze s;ur Taylor^ 



I . ^ ^^ 
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' Di€»«a tst erslUch>iil«ch da «w«ittr, oainittel- 
kar ana detn Taykfradienvfolgeadar.^ ebeo $q Jill- 
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snr T4yhrsokat'BBike. 



der iTmk^lirang d«r AbhSngigkeit der Grossen in 
einer beliebig^n Grossea^Verbindiing, Anwenduag 
fi&det* Obgijteicli..daber Nic&ts za erinnern, moge 
derielbe dqch bier ^ des Zusammenhanget we-' 
gen, hcwgese^fct '^werdcn, well es mit wenigen 
Worten gescbehen kann. 
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I. TLb fiei Q^n^lic^ ^ 

iin. y = /i und z ^=i Fj ^ fto dass « ss Ffx ist 

tean sette ^ + ^ ""^^^^ ^' sa gebt y , ra Folge des 
Ansdrucks vi l^) > ' ii^ 
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abcr. Man beucicbne. ao^qbcs durcb y + « , ao 
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11.^ Die Grossc /^ .= ^ geht also, w«dn 
* + Jk atati; x aetet, in j' + ^ lab^v. Mah.darf 
ddifcr nur, w^iTiSian yriwem warVe«8^us-*Vird, 
in £ =: Fy^ J "4" ^ ^^^^^ / setsen. Dieses giebt, 
?iach (Cl/ViSO; I'ireiin man »'tind * mit*^ iitt*4r 
Terwechselt ' - • "-'^ ' ' 



■- !»• /'Of4^»> 



d %* d^ 
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aU. tSOilNtit^irl; nwi bi«rm den Wer^ vfm 
f (ii9.}> ao eriialt maji 
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Oder, ^enn man statt Fy und fx die obigen einfa* 
chen Z^ichen z und y setot^imd'^htwickelt, '" 

+ ^3 Vy V» r + V?-^ x^ +y * X y V 
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iV- Da aber 1 J?*(y +'«) dadtirch entstand, 
daas man x -f* ^ 9tatt x setote, so ist klar, dass 
man . das. Ncmlid^^ crKalt, wenn : nifip. i^^ ffx 
odcr «, ebcnfalls x + k^'siatt x setat, welches^ * m 



, . d , **d* • t« Jt ^ , 

I^iebt/ Di6«e Qeil^ ist; also derj^niffen ^chterbapd 

in (i2i.) idantisch gleich* 

/ " I 

^ T- » 

• ■n , ^ 

* *V. pa, linn ^ ft. Hater alleff= aatit«% Wertken; 
anch den Werth Null haben kann, so kaiin man 
'die CoefBctentien i&n^e{iierlei*Pete«tiileft'tk>n A'gleieh 
setzen. Dieses giebt « ' \ \ 

123. 
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TMT Tarflorschen Reihe^ 



|p^< ' Bt bedeute nemlich 

616 6r0»8e , die aut irgend eine Weis^ iron deit 
iden Grossen x und y abhangt. Die GrdoBen j» 
id y 8elb£t iL^nnen entweder gans voti eioander 
ibhangig 8ein^ oder- auch beide rvn einer nnd 
"selben dritten Grdsse K abbSng^n* Man seize 
'-f- ^ staU>, 80 cobalt man, cu Folge dei Au8- 
Lcks (ii6.)j 

^ diesen Ausdruck seUe man ferner > 4- JL statt 
^y BO erbMlt man 

tDa aber auf dieselbe Weise 

d X* d* 

7/(»,/+« = ^V(*,r)+A^/(*, y) . . . . 
3/(«, y+i.) =.-5/(*, y) + etc. 



t- - 



too •!• «i 

' Allgemeinc S&tze etc* 

£ft ist offenbar,' dass man d«tB N'emliche er 
I halt y wenn man zuersl y ^ X statt y and dan 
trst XL 4* ^ '^^^ ^ aetst, "wvil dadurch immer aH 
die nemliche Grfiaae y'C^ ^'^^ .^ 4" ^) entatebt 

'HSmgtn tUe Greasen jc and y beide von eiM 
dritten <k*oaae «i ab, ao erhalt man, wenn mii 
dieae^ arspriiag^liche , gemeinachaftlicbe Element! 
etwa in a v^&ndert, 

elso A=sa — Jf + — ^flf*. • •*' 
and y+A = y+«-y+i-ly, ._ 

also X fcs *— rn r^ y . . • ; 

Sabatitnirt man dieae Werthe Ton k and )t in dii 
Gleichaag^ (126O9 ao erhalt man, weil dana ia» 
gleich/*(jc, y) oder « in 

jibergehtf 

, d , €^ d* / 

. «• d« d , 

+ "T TT * — y »■ • • • 



I 

I 



I 



4«- I. tOl 

^Jdio^ wean man die Geeffidenten xu gleioben Pole* 
b i *S*g p der GroBse «y die anx^ 'Noll «eia bjuug^ 
l a p uiand eg gleich setofe^ . . .^ . 

d d d , d d 

a • «• tt * y a 

d» d d* , d» d ^ , d d^ , d* d 

a** jc vr . • X* a ' y. a* * y^ u' 




il: 



Alle diese Satze sihd^ wie man siieht, ih der 

ptKichsten All^emeinheit, ungemein einfach and leicbt 

^%u beweisen. £s gelK)rt ilberall nfchts weiUhr ab 

*Uos8e Buchstaben-Recbnnng dazn; nicht einmal 

Algebra. Sie gehoren also wesentli^h nnd recbt 

tigentlich den ersten Ekmmun der Analysis, anw. 

Wir^ kooacn nun zvl dep An^endungen aiif 
- icn Yorliegenden Fall der der Grossen<-Verbin-v 
i«nj; uT = <s entsprecHenden Entwickeltuigen iibecr 
geUen.. 

• * ' ■ ■' 

Amvendung des Taylorsphen Satzes auf die 
Eiitwicielung der PoAestaten etc^ 

Da nacli dem aUgemeinen Satse ($« Xg*). aUe 
Glieder der Reihq^ welche eine Entwickelung ge- 
ben mag^ allemal durch eine und dieselbe Opera- 
tion ^aus einander gefunden werden^ ao ist ausder 
Natur der Function selbst weiter nichta zu sucbeii 



loa I. ftc.i 

Anxvenckmg dtii l^l$rscken Smtzet 

ttSthigy al9' ier Coiffidint idU etifm OSedu der^r' 
9rick€lten Meiht ^'oder die ersu AUmimig d^ g^g^te-i 
nea abJiangigen Grosse. Die Eatwickelongen re* : 
djaciren sich daher in^besondere aof die Untersn- ! 
chuDg der trsttn AhltUungm'Set drei.Gross^i) i^^^, s, 
jede nach einer der beiden andera i^noiyinieii. Wel- 
ches sechsFSlIe giebt. Da dber, ferner, nacl^^mnali- 
gemeinen Satse (§. 20.) die ertte Ableitui^ des Ele- 
jven^ ejiner abhUngigin GrUsse , nach dUser ge- 
^ojfbmen^ aus der ersten Ableitnog; der abhangigen 
yOroBBt, nach dem £lemeiil;e ge^aommea^ aamittelbar, , 

ra^gemela gefaiidea werdea kaaa (Gl. 125.) y so reda- 

I 

,cirea aich die ^echs Aofg^beay voa dea erstea Ab- 
leitaagea, wieiier auf drei Aafgabea, aemlich darauf : 

ia der Gro'ssea - Verbiaduag uT ^= a die ersten 

»''.'• . . ' 

Ableituagea V ' 

••'■ • 1. . . . 

' der Grdsse «j aacb u^ s 

der Gro«6Q z aach y, . 
aad der Groise u aach r 

,sa fiadea. Die drei aadera erBtea Ableituagea 

der Groftse u nach z> 
der Grofiie y nach t 
aad der Grosae y aach u^ 

» 

welche die Umkehraagea der vorigea siad, fiadet 
tttan^ ana dea vdrigea^ yermoge des allgemeiaeii ; 
Satses (S. 20.) aamittelbar. Die saerst beaaaaten.. 
df ei erstea Ableituagea siad es aHeia ^ lirelche aus 
uer Natur dier AbhSagig keit der in Rechaivig kom- 
meadea Ordssea^ abo aua dea, durch die Glei- 



\ 
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ywfdieEntwicAeL derPatestaien ettu 

'^dinngen (5, 6, 7, 80 atugcdrilckten- Grand -BedJn- 
;. gongen der Aufgabe gefunden werden , mttAsen, 
^ Sind die ersten Ableitungen ^gefonden, so erhalt 
V man die verlangten Eatwickelangea unnuttelb^ur 
^Tolbtandig. 

p Bei der emtsn Aii%abe, bei welcher die ersto 
f Ableitang der Gro'sse z nacb u zxx flticben, wird 
; s als abbangig von u betrachteU > ist jetot eint 
* Gonstante. 

L £« ist also hier 

« 

129. & ssjftt 
nnd vermoge des allgemeinen Ausdrucks (116.) 

l3o. —fu Oder — « = ^^ ^/ — ^— fiir k =^ 

Nan ist in dem gegenwartigen Falle Zy oder fu = u^^ 
also* ist 

l3l. ~ « =2 ^ ^ fttr fc =s o. 

IL Da k ganzlich willkiirlich ist, so kann man 

132, k sz mu 

setsen, wenn m eine tvillktlrliche Grosse bedeutet, 
I ^6 gleich Null ist fiir fc ;=s o. Dieses giebt 



[. ^ j3- (>+^)^'^^-'^^ ^^.-. (>+^)^'-' 






fiir m = o, 



104 I# «s. 

I I 
I 

Anwondimg ' des Taylorschen Sctim 

§ 

I 

WO 60 BUT aoch darauf ankommt , den Wertb dn 

III 

•timml and von der Form — ist, fdr rh =s o finden, 

o 

IIL Da die Grosse ^ — * -^ bloss von 1 

und ^'wht von Uy auch nicht von m abhan^, Yreil 
m :^ o gesetzt werden soil, so kann man sic 
durcb fpj bezeiclmen* Bis hierber ist also gefuo- 

den , dass der erste Coefficient — z in der Reih( 
* u 

mao •ucbt, von d«r Form Uf*(py and folgUcb 
. fe* d* 

ist. 

IV. Fiir irgend einen andern Exponenten ^ 
wird ako auch 

l55. (a + *r = »^ + *9)vn^-« + ^ ^u^,... 

fdn^ desgleichen fiir den Exponenten ^ -f* ^^ 
l36i (u4-fe)yttff- 

v. Da nun nach der ersten 6raiid-GIeichiu>| 

(4.) «TtT -s ttT.uT ijt^ jp i,^ 



■\ 



aufdit Entwickel* dvrFotestaJbeh etc, 

' oder^ wenn man wirlilich multiplicirt, 

+ ifc flp y wyty-« + A* y jr ^ v«7+r-a^ . , ^ 

YI. Da die Grosse ^, iinter alien xh$^liclien 
Werlhen, auch den Wertb o haben kann^ so sind 
die Coefficienten gleicber Potestaten von k eiiiiin- 
^ der gleicb. Also ist zunacbst 

V In so fern diese Gleicbung die AbbMngpigkeit der 
y Grossen (fy oder tpv vollstandig bestimmt, konnen 
die Ubrigen Glieder der Gleicbung (137.) nur das 
Nemlicbe geben , well . nicbts Widersprecbendei 
: aas einer und derselben Gleicbung folgen kann* > 

YII. Die Gleicbung (1S8.) bestimmt in der 
"niat die durcb 9) angedeutete Abbangigkeit roll- ' 
I *Uindig. Denn yerfahrt man mit dieser Gleicbnng 
^ie in (lOk yilL und IX. ), so findel man ganz 
*Ugemein : 

xSg. tpy 2= yy also y v ss v etc. 









io6 R «5» 

Amcendung des Taylorschen Sattu 

VIIL Es ifit ako^ yermctge d^r Qeidiaiig 
(^35.) 9 gft'^'^ allgemeia 

x4or — i =>iiT-«. : 

u 

I 

IX. Da nun vermoge dei all^emeitaen Satsei 

J^ d 

($* ^dO ~ * Aiu — ^' gefunden wird» wenn man in 

—7 X von Neuem u -f*- fc statt u seUt^ and den Coef- 
ficienten des enten Gli^des mit ik niinmt,^ so ift 

£ben so 

X. Es if t also allj^eiiitfn 
i43. (u+ifc)y 

< 

welches der binomischei Lehrsatz in* seiner gansen 
Allgemeinheit ist, . Der Beweis betnhi hier anf dent, 
dnrch die blosse Bucbstaben - Bechnang tuid dis 
Voranssetzangs - Methode bewiesenen allgemeineB 
Taylorsdien I^ehrsatxe. 

Man findet daratis^ wie in (io« XL) die beidea 
Ansdriicke (53 und 54.). 



.' 
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mifdieEntwickeL derPotestaten etc^ 

ISei der zwtittn An%abe , bei -welcber die erate 
Ableitung der Grosse ;« nach y zu suchen ist, wird 
2 als abhan^g \oq ^ betrachtet. u ist jetzt €iio6 
' Constante. 

I. £s ist also bier 

and iifiederuin, Tcrmog^e des allgemeinen Aiu- 

, drucks (116.), 

X48. l/yoder^.==-^:ili^ 

In dem gegenwartigen Falle ist z oder fy:s:i^ 
also ist 






146. — 2 == i =r wT. — r— - fur A =:= o. 



• 



wo es nur darauf ankommt, den Wcrth der Gros- 
wn — - — fur fc = o zu. finden, die, yrie man 

: k 

>ieht^ \on zi allein, ziicht von y^ und auch nicht too k, 
Weil k=2o gesatzt werden soil, abhangt, und die on- 

bestimmt und wieder von der Form — i«t. 

o 

II. Man setze 11 =: 1 -f- p, so ist nach dem 
binomisohen Lehrsatze (t430 . 



» < 



4, 



io6 I. «4. 

I 

Aimmhdung. des' TOYloMchen Salaet 

also 






folglich ist fiir A s o 



=p—|p«+}p>— |pV..,oder,weil/»=:«-ij 

/ 

I 

li^ — 1 

147. — ; — fiir k s^ o 

k ^ 

Dieses ist der be^timmte Werth des yon u 
allehi aibhangendexi Coeffici^ntea der ersten Ablei- 

* tung —z von :; na<jh ii. Man bezeichnc ihn. der 
Kiirce wegen, durch 911. ^ 

III* £a ist alsQ aUgemein 

148. ~z sa «y . 5111. 

Dieses giebt, ' vcnnogc der allgemeinen Regal iiir 
die Entwiekehmg darch AbleitaiigeB ($« 1^) 

149. ^^ — ur^(pu)^,^z = ur^fpu)^^.^. etc 
also, vermoge der allgemeioea Reihe (ii5.> 

Oder ymnu man y s o and il sr y ,etet, 



OttfdieEnhvickeL derPotestaten eii\. 



• • • 



welches die Terlangte aHgemeine sweite Entwicke- 
lan^, namentlich des Logarithmaaden ist. Die GrusM 
yu hat in diesem Auadruck^ den bestimmten Wertli 

i5u 9)U sac (ifr— i)-*-|(a— 3l)* +i("~*)*—'O4T0' 



25^ 

I Bei der, drfrren Anfgabe, bei welchef di^ erate 
Ableitong AerOrlisse u nach y zn snchen ist, wird 
s als abhan^g von y betrachtet. t^ ist ]etzt eine 

Constante. 

L Bei dieser dritten Au^abe ist, der eigen- 
thumUchen BescbaJSenheit der gegebenea 6rossen- 
Verbindong vJ z=: k £U Folge, die mederholte 
Anwendung des allgemeiiieii Ansdrucks djx/ss 

r fur * is: o nioht nothig, sondern 

die Ableitung lasst sich aus der des vorigen Arti- 
keli vBinittdbar finden^ 1?«ii&'maa die Graad<*61ei- 
chuQg EUYor umkehrt. 

IL Ans fiT tts e folgt nemlicfa> vermoge der 

dritten Grutid^Gleiohliiig (€.> » as «t, ^ro u als 

abhangig \on y betrachtet nverden kann. In die- 

t 

•■■■ 

sem Sinne ist die Grosse u s^ t;yeinLogaritbmatid 
und gehort also tu der Gattttng der im vorigen 
Artikel untersnchten 6r(>s5en» Man darf also nur 



\ * 
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jinwendimg des Taylorschen Sat%es 

statt 7 seUen, so erlialt inaii, venn man, der Rilrse 

wegen, v «tatt — ^chrcibt, - 

J' 



X02. -^a 2= s^gpc = <^^9if. 



IL Von dieser Ableitung nach v musa man 
noch zu dcr Abkitnng nach j iibergehen. £j i«t 
hier ein Fall, wie in ($• 20.) wo eine wi^derliolt^ 
Abban^igkeit der gegebeneii. Grosse von ihren 
Elementen Statt fiodet, denn m hangt,. Termiigf 

ii,=:z% von V, tLnd v, vermoge I'ss «— , erst von y 

y 

ab^ Es ist also, nach der ersteii der Gleic^un- 
gen (125.) 

- l55« — 1« rr — u — IT . 

y V y . 



t ( 



IV. Der Werth der Grosse — « ist achon ge- 

y 

frniden (i620« £s fehlt also nur noch der Werth 

d '1 

der Grosse — 9. Da c' oder — == y* (Gl. il.)^so 

7 7 \ ^ . 

ist, vermoge der Gleichung <x4o.) Venn man da- 

selbst 7 atattn and — i statt* 7 sets&t, 

164. — «^ = -.y-» =a — '— . - 

7 . y 

Es ist also die Vi9tlaiigte AbUitoiig von u nach 
y, voUstandigt ^ / 



t.# 



/ 

«5* I. ♦ ^ ill 

tmf.di$ EntwicheL derPptisstcUenetc, 

• l65. -11 «-^.y«.«.y. 

V. Diese Grosse ist, wehn man daraua die 
tW^te Ableitang ^li vcrlan^^ von der Art, wi« 

y • ■ 

idie GrSsse zz=:f(xy y) in ($. 21.). Sie ist cin 
l^rodnot liweier Grossen js=c— ,y^inirf^«.;i7 

die beide von y abhangen Die erste Ableitung 
\ der ersten Grosse ist, zu Folge der Gleichung (i4o.) 
l.wenii man daselbst y = — 2 selzt, gleich 2y~3 ==: 

i —2 

— J, Die ^ste Ableitunfp der andern ist, to Folge 

J 

1 ■" 

1" y 

(i550 5=5 5 ^ «*• « • Also ist).vermog9 der cr^ 

iten Gleichung (i2^0 

l56. -I« =-iV>«•«^(2 4•vV*^• 



» I 



VL Eben so findet man 

* », 
• " >• • ' ■ 

157.— ii =-^^^z.«y(2.5+Y-y«+^7»«») • 

etc.,. 

aach* wiirde es auf diesem Wege der AbleitungSrv 
Operation, yrenn man wollte, ang^hen, das all- 
gemeine jGl^ed zn finden, 

VIIL -Man erJialt: ^Isoji weon man in 



\ 
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I 

X 
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Ahwendung des Taylorseh^i ^atzes 

258. u z^s'zTzsz /*y, 
y «|^ it ftatt y setxt* 

it* ■ -1/ » I 2.5 ,1 ,, 

I 

» VIII. Setzt man hierin y = i tind tcsy— i, 
80 dass y -|- fc = 1 + y — i= y ist,' so erhalt. 
man: 

i6o. u = z y = « [i 4- (i— y) 9 « + " ^ ?>* (9«+5i) 

/ . . ♦ 

(i Y)i , • 

IX. Set2t man iny statt y and &>*. static^ wel- 

ehes ebenfalla s'^ giebt, ao erMIt man 

£ 



^ V i. . ^y? , 9)m«(9)ms;-f-fi) 



I 



4* ^''"^- ■ ^ 9ms(f)mft^ -|* ii.i^mt -|- 2*s) . . • •! 

wo m willkiirllch iat * ' 

Dieses 1st die Enlwicteltittg dcr erst^ii AWei- 
tnngen in den drei ersten Mien , tieb^t der £nt« 
Wickeltini; der YolktaHdigdii Reiliea aetWt* | 



riMSSBaaB^. 



V , 



96. 



f; 



■> 



i>5 



cmf die EntWickel, derPbte&taten etc, 

26. / 

' Die i&1>rigen drei Falle bediirfea keiner be60n« 

\ ' ' * ' ■ ■ 

dern Herleitung der eriteo Ableitungen au^ den 

» • 

Grand •Bedingun^en^' sondern die ersten AMei-' 
ttlng^n, und folglich auch die Reihen selbst, lassen ' 
'tich umnitteibar aus dem allgenyeinen Satise.($,420,)^ 
inden. 



I 1/ Verlangt mail nemlich aus der Grfissen* 
Terbindulig w^ = z, fiir die ersten der drei iibri* 
.{en FUne, die Grusse u nacb £ zn, entwickein, oder 
;die erste Ableitung -von u nach z, so darf man 
aur, v,erYn6ge des allgemeinen Sataes (J. 20.) > dje 
fEnheit dnrch die erste Ableitung von z nach u 
• dividiren. Diese ist, vermo^e der Gleichung (i4o*)^ 
d 






Also ist 



1621 



-i-. ^-2_— ^ -.,- * ^ —2. ^-1— ^ 






n. Dieses "slimmt mit Demjenigen iiberein, yfM 
man erhalt;, wenn man die Umkehrung , nicht so^ 
,yr(M erst bei der Ableitung, sopdern^^chon be^ 
dep Stammgrosse bewerkstelligt. Denn aus u^ssiz 

tolgt u.ssjty. Also termoge der Gleichnng (i4o-) 
I Wenn man dABetbst x statt u tlnd — statt, j^ setat^ 

. • y ' 



i65. -- u 



Wie in (ifitf )« 



' C8] 



A 



<. ' 



• « 
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)Amtm»d»ng des Tof^lorschen Satzes 

lIL Man kann Hus der erslen Ableitung *(i6i2> 
odcr t63*)'Weiin man will, die folgenden Ableitnn- 

ffco suc|icii und dai*att§ die Eeibe fiir (a + fe)^ bu- 

' BAmtnenBeizeti. Indesseti erbalt man auch das Ncm- 

liche unmittelbar j wenn man in den Aiwdrucl 

(i4S.) t stett u und — Matt / leUttf urelchef 

giebt 

I. Vcrlangt tnan aus u^ = 2, fujr deVi i^weitea 
der drei iibrigen Falle, die Grosse / in ^ and foI|[- 
licb die erste Ableitung Ton jr nacb ty so darf ffiaa 
nur wieder^ Vermoge des allgemeinen Satzes ($, 20.)} 
die ISinbeit dureb die erste Ableitung von t nacb 
y dividiren* Diese ist, \ef*moge der Gleicinznj; 

-I- |(u — i)^ . . w . (i50- Also i«t 

a 1 x 






Ik 



X'' UXtpu zq>u 

n* fti^raus folgt wciter, \renn ttian> der Glei- 

d 
cbnng (140.) fcu Folge, von -- y die fernern Ablei* 

tnngeti hach X taimtnt) 

etc# ^ - 



a?. ^ I.. U5 

I 
I 

mfdie Entwichid, derPotest^ten/ffc. 

t\»Of wend 

y ss/t 
gesetzt wird, 

P^ ' "^^^ytt 2;K*9)a^2.3««ya 2.3.4i*9tt ' 
S>der 

III. Fiir y = o ist, aos uT s= e, « ss i^ aUo 

^oder • 

,^ ind flir ife = a — 1, 
t 169. /z = y « 

it 

I IV. Nun ist in uT =: «^ y der Logarithme 
yon £ fiir die Basis u^ also ist 

170. «« a= 

, Oder, wenn man den schon gefiuidenen Werth von 
' fu (i^i.) substito^t^ 



'^ I 



«/ 






Jnwendung des Thylorscheh Satzes 

-Celebes der Ausdruck des Logaritbmcn der Zahl 
s fiir die Basis u ist 

Der Ansdrtick stimmt mit dem obigen (82. ia 
' $* X^. , 10 ^® gehorig iiberein. ' . 

' • V. Durch die Verwandlung (§. 12.; III.) kaiin 
man ihn auf den Ausdrack (65.) bringen. , 

Vt* Man seise denjenigen unbestimmtto Wertb 
von u , fiir welchen ^ 

172. (u — O — iC"— 1)* + fC« — o*---- = * 

isty gleicb t and neonedieLogarithmen, Wel6hedie$e 
Basis e haben, rmftirUche^ so erhalt man aus (lyiOi . 

weii nunmehr der Nenner .dieses Ausdrucks 1 isf^ ' 

^ • >■ . 

173. - •« =(*-0— i(«-0*+l(«-0^ — K"— 0*--5 

-welches der Ausdruck des naturlichen liogaiithineii 
der Zahl « ist. • 

VII. Dieses giebt fiir den natiirlicheh Legs- 
rithmen der Zahl u • 

Diese lleihe fiir die Grosse ^u ist genau diejt 
qige, welche obeii durch 97 u bezeichnet wurde; 
also ist dieses u uichts anderes als der nafUrUthe 
Logarithihe der Basis u^ und folglii^h 

175. <p'^ =i: •«• 

VII. SetKt man diesea 
gen Ausdriicke in welchen 
mentUch in (160, 160^ 161.) > so sieht mah^ dass die 



V^feyfTOn 1^ u in die obi* 
1 s^Res yoi^kommt, na- 



* 



V ' 



fi8« 



h 
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V • V 



auf die EjfhvickeJL derPptest&ten etc* 

4 

Bfesiiltate mit den^ frUber aufVefnem andern Wege 
gefaadenen; Ansdrticktsn (^T^/gS, 96.)iiberej[n«tinuueii^ 
Den Ausdmck (i6g.) gab die friihere Entwickelong 
uicbt*. Den Werth der nnbekannten Grosse e fin- 
det man^ wenn man in (i5o.) u == e und y :;= i 

m 

28* 

L Verlangt man endlich ama itST s= 2, fiir d^ 
dritten nnd lefczten der drei tibrigen Falle, also 
for den leteten der sechs Falle, die Grosse y nach 
u, nnd folglich die erste Ableitung von y nach u, 
so darf man abermals nur, vermoge des allgemei- 
* i^en Satzea ($• 20.) die Einheit durch die erste Ab4 
leitung VQn u nach y diyidiren. Die^e ist, vermoge 

der Gleichung (i65.) — u =; iV^'^i oderjetet, 

y y v 



/ 



weil q)Z 



d •z - 



Also ist 



76- — y = — -Jhr 



'«» 



11. , . Darauft^ folgt, auf eine Shnliche Wefee Yrle 

io (5. 25.) 

d* ya^ejg 4-2y> : 

wa man adch wieder das angemeine Glied fiaden 
lonnte. 

I III. Sabstitoirt man die Ableitungen, «o er- 
tiiiit man, M^ean y £= fu geseUt wird. 



\* 



*• 



4i8 h h 

2^usammenstellurtg det Auidtucks , 



H.f? 



•«.« 



«* . »7 



. IV. Verm6ge iiT .ss « fat, flip y » I, « a « 



179' fC«ftft)»i 



Far ik c= II — » isl 



«.*« 



* + i^(*« + fi) 



»«*,•«* 



« • t * 



,80, /« = y = ,--;^+i__i_pXT-...., 

I 

Welcbex^^Ausdruck mit dem, oben auf einem'andera 
Wegd gefand^nen Ausdrucke (xoo.) jlbereiastimmt 

y« Maa ikann diese Ausdriicke durcb die nj5« 
ibigen Verwaodlaogeo {§. i5., II.) auf die Aoi- 
iiriicke (ioi, 162^ ia5, io4.) bringta. 



I t 



Zusammenstdlung der Ausdmcke^ ^ 

Dietti Jiod die tech^ JBotwickeluogOQ der hoi* 
gabe, auf dea Grand der Torauageschickteii allge^ 
meiaeo Entwickelungeti and Satee ($« 17, so, fii-V 

Die«e Art der £atwickelang i«t gleicbformiger 
nad wendet keine Kanstgriffe an, die nicht im 
Oange der Recbnung s elb^t U^;eo. Sie berabt bleas 
.«af dem Taylor^oben Satse and den unmittelbar 
daraoe abgeleiteten Satsen , and erfordert ikberaU 
aoMerdem nichte weiter, ais die Bestimmoog des 



«9« 



t 



lie 



voh Fotestdten eic* 

I 

• - s 

Wertbes dcr Grosse ^ — -^rj — fdr ik ;ss o, wd- 

o 

cher in diesem Falle unbestimmt and Ton der Form — 

. o 

bt, ABS den £igen8i:)Iiafteii dfit gegebenen Gr*6%sfX^ 

Verbindung* Sie ist dieser 61eichform%keit Ve- 

\. {[en der ersten, obigen vorsuiliehen^ und :seigt dea 

Nntzea allgemeitier ISatze, ^ 

XJm die .gefoodenen Ausdiiicke be«6er sa Uber- 
leben I fblgt bier eiue Zusammenatellang d^rselbea« 

Wehir • 

181. a^ = » 

' eine Verbindaog dreier beliebiger Gr^sfien u , jr 
add X beseichntt, w^lche den vier Bedingtingen 

r » 

u7 kr 15= (>fc)y, 



' I 



i89» 



II' 



' nnterworfea ist, io-find^n folgcnde AMdrlLfcltIi 

Stett:. ' . 

• • • • « 

Erstlichy wenn man ^ ci% abhUnffig, ^n, «t V4jl 

md u ah verdnderlichy y ak.con^nt i^fuchtf$t 

d d 

. i83. — z, odei- — . uy =? yU^"* (.^^ 

Dieses ist die erate Ableitang ein^r Patestiit, nach 
der Wurseli gepommia* '- ' 

i84. (u + A)T=a ,^ 



^ 






. ■ ■ V . 

2iusanwicnst&llune der 4usdr&cke 



I « 



Dieser Sals (i840 iaf, der ^egenanate l^moiniMht 

Lebrsato. 

186. uTi=i 
ijt^k? +> ,*(«- A)^-* + 2lL2p.|. (u~|/- .... (15.) 

f 

yo m ivillkiirlich ist. - 

Zw$h€n9^^mnn man ti ab abhib^glg vm^uundfi 

und y ah vtrdnderttch ^ u. els conatant hetrachtiu: , 

» » * " 

d d ^ 

»88. •— r Oder — u^^ss iiy,«« (148 und 176.) 

Dieses igt die ersteJiLbleitung eines Logarithmaa- 
df^Qj/.UM.b <em £3Ep9^^^ten.geI^om«leilk 

189. e-cs ay7x8d28id28459 • • • • <79.) 

Di# liO^rithmen , welche dies^ absolute ZaU c 
sur Basis haben, beistes haUkliche, . 

I JO, — — - a= •a fdr m «: o, (68, 447 und l6i») 

1 • ' • » • 






~ s *^ * • .«. 



\ • 

> ' .1. 



' J 






I 

^ Oiese Grosse Jlf belf at Jlfodui des log^ritiuniidiea 

Systems^ dessen Basis u isti 

ff 

19*- "« = S (750 nnd J^ = >« (76.) 

^ Diese Gleichnngen zei^eii^ daas die Logariibmeoi 
^ ^iner and derselben Zehl , flir 2w«i v^schiedeQe . 
Basen. Gteich-Vielfiicbe aind. 

194. kTss i4.^,«a4i^,ei,»4.^ou».... (77,150.) 

■ • % 

X 

DrHtcfiSy Winn nun u a& iAhdngig ?on 2 ttndy^ 

d d L 1 -i 

195. — u Oder — «y =s — ^ . ^z . z y. (i55.) 

196, V ss z7 == zj:i4-(i— y)«z+^^^^<^z(«z+a) 

+ ~-^ •»(•** 4-a'5.*a + 2.5>.... (96, i6o.) 

-• • ■ - , . - , - • 

' 197. If5a&z7=s 

«*(i4-(i-;rmy)m»x-|-,i — --ii^m.«z (m •« + 2) 

+ ' 'Z^J m ^i (m* •&* +2 . 5 . m,«z-t-a .5).... (96.) 
: wo m willkiirUch lat. 

*» .• * * * 

Dieae Auadrttckc (196 ^ 197.) werdea aonat ge- 
wdhnlich ' nicht ent^dfl^Ity geh^ren aber zu eiiier 
voUatandigen ^ammlaig der Reapdtate der Auf- 



t 



I' 



1 ' 



1 



» 



122 ' »♦ ■ ,' ■ ■ fg- 

ZusaTfrrneTtsteUung der Jusdrilche 

yttritnBjWtrtn man u ah ^bhdngig von zundj^ 
md z ali yerdnderlich J U als constvnt ietrachMz j 

. * « y 

I 

Dieser Ausdruck folgt auck au» (i83.) anmittclbaf- 

i. 
IQq» uss: ZY ss / 

(89.5, ^» di6 Grirsse k IvillliirKch ist. DieiferAui- 
druck ist der gewfihnlichc und fol^ aus d^n bi^ 

jiomittclien Lehrsat&e nnmittslban 

I . - 

200. ix=«y.= (B«-*j=^+-^^(z»-*n" 
' + 7(7'"'") •^^"^"**^'^"*" ^^'^ 

Hier s&id £wei Grossen )k uad m wiUkiirlicfa. 

Hier ist aoch m willkilrlich. 

y ^ -2«;>y* 
welches aaeh unniittelbar aoi (194.) foI|^« 



I >. 



Fu/i/lent, iivfiii man y aff ahhmgig 9ont imdUi 
iiiuf s ab i^eriiAitoiicAi u al$ mnuant bur edit as 



r 



29' 



i \SM« 



I ■ 
i)on Potfitdten etc. 



2o3. — y Oder — "» = — — • . 

Dieses i«t der Ausdrack der ersteo Ableitung des 
Loi^arithtneQ \on £, fiir die Basis n. 

" ^ X86. , I?*) 



(66.) 



wo m -wilUiUrligli ist. 



Dieste* tfind Aaddr&t^e de* Logarithmen Von 
k lur die B^is u. ~ ' 



ao6 



Sie ^eh«il in (191.) iibbr, fiir m =: o. 

(83.) 



S67, •»= ^-^— ^ 



.*-»• «•■ 



II" I ■ ■ 



■»«»M«*I 



* -I J— + — 5— 4~""' 

DictoM eiod Jiaiidx1i6k« des aatilrUtA«n L«f({li- 

occAs reus, if'dih man j ab Mingis von £ iiR<2 u> 
usd u ab verUndutichf s a/i constani betrachut^ 



•I 



%. t 



t f \ 
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Zusammensfi.ellung der Ausdrficko 

-T , T Oder -r- "» z=i ^ i-j- (178.)- 



z.^y 






\ 



209, y 



»z 



s^r-'-cco'-.o-c&r-o'a-K) 



ftio. ./y zs, ^% 5= 



« ^ 



- \ 



% 

WO m MriUkiirlich ut 

Dieae Ansdriiclse des Logftritfain^i eiii«r befi 
Itigen ZaU ^ fiir die Baas u ff^e^u eben& 
nicht entwickelt eu werden. Sie gehoren aber 
0iiier Tollitandigen Sammlong der Refoltato dei^ 
Aijtfgabc. 



1 



Entwictelun^ der ^bleitungenvon Potestdten 
etc. durch Functions ^ Rechnung. 

Eskommt, wcnnman, yieabcni dcr Entwickc- 
lung ciner gcgcbenen Function den aUgemeinen Tay, 
.foracheiv SaU zum Grundelegt, iminer nur darauf 
an^ den Ausdruck der erstm Ableitung sat findcn 
weU daraus die librigen GUeder de^ Reifae, dnrch 
Wiederholung der nemlichenj oder ahnlichet Ope^ 
yationen folgen. Hier warde die crste Ableitung 
auf die Wcise gefunden, dass man den Werth 
♦dw aus der allgcmeinea Entwickelung von/(rxj-f-ik) 

^ r 1 L ^ / j_ ** <^* y 

— /x-t-fc— /x -f. _ —^i^; . ^ .,^ folgenden Aus- 

druck« der ersten Ableitung, fS^ "^^.^l^^'/^ fgp 

I K 

ts: o, der allemal unbestimmt und von der Form 

— ist, nach den gegebenen Eigenschatten der ' 

Growe foe m bestimmen rachte. Dieses Verfah- 
rcn iat unstreitig allgemein g^Itig und das directe- . 
•te. All-in es giebt noch ein anderes, Mceiches 
JJicht ^o gewohnlich i»t und ' Erwiihnung -ver- 
dient, -weil es bei Untersuchung der Abhangig. 
ieit von Gf^ssan, deren Eigenscliaften nur zum 
Wieil gcgeben siad, nut^di sein kann, und wel- 
des also liier eine Stelle finden mag. 

E$ biiteht darin, dass man in der Gleichung, . 
Welche all Ausdruck einer Eigenschaft der abhan- , 



y 



I ' 



I 



.\ 



13,6 L 3^ 

Entrmchel, derAhleib, von Potest, etci 

■1 

gigen. GrtiBsen dek" Aufgabe i^egeben ist, uad welcha] 
also vielleicht zwei yerschiedene Werthe d«8 ^e-l! 
mentSy pder der Elemente der Aufgabe enthfiltl 
diese Wertbe so vera^dert^ dass die eihf Sore derl 
Gleicbung unverandert die nemliche bleibt, worawl 
dann auf der andern Seite Bedingangen swiBcheffi! 
den Ableitungen entstehen^ Mrelche zur Aufldiiui|f! 
der Aufgabe dienen. Z. B. yrenn als Aasdmck der/. 
iibrigens unbestimmten , durch / beseichneten At-'; 
hangigkeit der Gr^sfte fx von x^ die Gleichoog^ 
/« -|- /y = /*(« + y) gegeben ware, so setrt 
man « + * statt * und y — k atatt y. Dieses vcr- 
andert den Tbeil der Gleichung recbterhand gar 
nicbty denn es ist f(x ^ k ^ y — k) = f(x + j)- 
Dagegen geht der Theil linkerband in /(x-)-i) 
-|-. /*(y— A) liber, worans sich, wenn man dieaen 
Theil entwickelt, Verhaltnisse zwischen der Ab- 
leitung von Jm and dem Elemente dieser GroiM 

finden lassen. 

> 

31* ! 

■ « 

Da diese Methode nicht etwa auf die obigea ' 
besocdern Falle der Grossen - Verbindung uf sss j 
beschrankt ist, sondern allgemeiner gilt, so wol- «| 
len Mrir nicbt etwa ansdriicklich von dieser Gr^ ! 
ien- Verbindung ausgehn, sandern, unfibhlUigiC' 
von derselben, beliebige Gleichungen mit mibf* 
stimmten AbhMngigkeits ^ Formen annehmea und 
dieselben anf jenem Wege antersachen# 
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durfk Functions ^Reaknun^. 

Die eiofacbsten Abb&ajpi|^keits*Formen «ind 

aiB. /(DC + y), fx +/y, f(x, y) und /j/y. 

I Yerbindet man je zwei von dieien vier Ansdriicben 

'su Gleichnngen^ 'so entstehen ^echs verschiedene 

6leichangen$ denn jeder der vier j^nsdriicke lasst 

sich fwar mit den drei iibrij^en verbinden, vfelches 

, xwiilfTalle ^ebt, jedoch wiederbolt lich jede Ver- 

biiidang einmal. 

i Man erbalt also die secli^ Gleicfaungen: 

/(« + y)=/^+/y, 

J(a:+y) =/(x, y), 
/(«-}. y)s=/x/y, 

/«+/y = /^y, 

Jx+fj^JxJy, 
/x.js=zfxfy. 

I tiater dieseh ' seohs Gleichungen sind gerade die 
I mit befirriffen, welche den verscbiedenen JFallen der 

obi^en Grossen-Verbindnng tcT = a enUprechen. 
i IKe dritte Gleichujig nemlich ist der Fall des Lo- 

{aiithmanden ; denn man setze fx = a^ also /y 
•WiflT- so ist c^ay = a»ty, also /a:/ y =:/(x + y). 
^ Die yierte Gleichnn^ ist der Fall des Logarithmen^ 
; dean man set^&e z. B. fiir die Basis a^ fx ^^ '^x^ 

rise /y = *y, so ist '*a; -f- *y =: *Ca;y ), oder fx 
I +/y 5as /(ac.y)* Die sechste Gleichung ist der 
' ^4ll von Potestaten ; denn man seise s. B. /x = a% 

tlso /y C3- y*, 80 ist a^.y* =i: (*y)% Oder' /*/y 

*=/Cdc.y). Die Resultate . der Untersnchnng der 



Si3. 



/' 



> . 
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I. 



{(ftk 



EntjvicheL derAhleit, vonPotest» etc, 

secbs Gleichan^en (2x5.) 'vrerden also aucb unnik- 
telbar auf die Terachiedenen Falle der Groskea- 
YerbinduDj; u^ s= « Anwendung fiaden. - 



^•N 



32» 

I. In die trste der techs Gleicbangen (ittS) 

fli4. f(x + y) = /* + /y, 

aeUe man m -|- A atatt x uad y — ft statt y^ so er^ 
halt man | 

also^ "Wenn mati auf der rech|ten Seite die beiden 
Grdssen /(» + *) und /(y— *) nach dem Taylor- 
schen Lehrsatzis entwicbelt^ 

+/y— «— /y+~^/y-^' ••• 

II. Da /•(* + y; == /fl6 -{-/y ist (ii4.) «o iit , 
die Grogse rechterhand auch gleich /^ -|- /y ? folg- 
lich erhalt man , wenn man auf beiden Seiten \ 
fx + / y "weglasst, • 



a 



-5. *(^^/,:-l/y)+*4(^/x--/y)...=o.'. 



; Iir. Da ia dieser Gleichang, unte? alien Wer- 
then , welchc k haben kann , auch der Werth 
Null ift^ so milsaen die Coefficienten der vfrschie* 

denen ' 



» 

duTck Functions -Rechnung, 

i - ■ ■ ■ . . 

\ denen Pot6.t«ten vn * einwln. gleich I^ .ein. 



( ' 



r \ 



ai6.. --/a 



y/y. -a/^ =^ p/j etc. 



IV. Alu der epsten Gleichun^ fojgt 

217. ^— /* =« •— /y ^=5 Comt = n; 
- * ' y 



denn der Wcrth der Grosse — fx bilnn nicht an- 

der» dem Werthe der Grosse — /y gleicb ieio, dai 

y ^ , 

heisst, nicht anderi der nemliche bleiben, vrahren^ 

X willkilrlich einan andem Werth y erhalt^ ab 

d ^ 

w«nn — /x eine Constante und von x nftabhan- 

* y 

anch den ilbrigen Gleichungeil (21^.) genug^ denn 

»ie gifjbt -i/«? r= — /y = o etc. 

^ y 

VI. TLb ist also allgemein 

— /^ == ^ 

. . ■ • ^ 

nnd bieraiH: 

vro a und &, von x unabhiingige constanto €lrS«sen 
»nd. ,, , 

. [9] . 



/ 



i3o 



I. 



8S< 



b ss o. 



Efihmch^* derAhUU* van F/)te9t. fitc, 

VII. Die sweitt Grof se b Y^mI tich «ll|^einein 
finden* Denn auB fx = aj? -|- ij folgt auch fj^s 
ay + t und fix -|- y) = a(K + y) + ft. Dieses ; 
giebt , weil nacb Aef Voraneeetsung f(x •[• y) = 

fl«-f- ft + iiy + 6 = a(xH-y) + *> 
also 

Es ist also allgemein 

220. /9c = aar^ 

vro a eine inllkiirliche, weiter , der Aufgabe |;e- 
jnassy KU bestimmende Constante ist. 

VIII. merdurcb ist die Aufgabe yi>U6taadi; 
aufgeloset und man fiudet, dass die Gleichung 

/x+/y =:/(a; + y) 

nicht anders zn erfiillen miiglich ist^ als wenn 

fx szi ax. 

Dasa ditser Wertb von fx sie erfoUe , iat Iricht 

£a sehen* £r giebt 

\' 

--aw + ay s= a(x 4-y)> 
Vfie gehorig; 

33. 

L In die rri^eiVe der sechs 61eichunge& (at3.) 

a«»- /(* + y) = /'(«;y) 

setxe man Aineder x 4* A etatt pc und y «- & ^UU 
y, so erhalt man ^ 




^ ._ .^.' ,j^ 



* . - _ ini 



■ I^l' - V ■ ^ , 
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I > 

. ftlf'o y w«nn iMki enlyrickelt, 

- » y . . 

f voraos, anf dieselbe Wetst wie obeft, 

d ^ d c/* d* d» ' 

^ eta folj^ 

[ IL Aus der ersten Cleicliuiig tolgt 

> denn, was auch die GrSssen — ^/xy, — /jty "aein 

Boj^en: «ie konnen niemals :r und y anfhalten, 
' vreil 'sie sich 9onat nicht nach x uud jr liothweti- 
dig um gleich viel verSndcrn Warden, wie es «ein 
mosste, um immer finander gleich tu bleiben* 

III. Die Gleichting (9S3.) that aach den Ubri- 
%ea GIeichaD|pen (2320 genag; denn Me giebt 
d* ^ d* 

-^fxj = 0, -i Ay =: o, —fxy :=fo etc. 
lY. £a ut also allgemein 



» V 



l32 J. 84. 

Entwichei. (for AhleH* vonPotesi^ etc^ 

. ' " ' ' ' > 

1 

ft = € sein ; also ist ax s=: ay und folj^lich nptfa- 

■ 



mitbia 



I 



226, f(2A) =/(**) =5 tt^. ^ , 

I 

VI. Davns folg*^ welter 2^ = *% also 4f s=: -% | 
Oder auch au«' /(**) = ^^9 vrenu man * «tatt x* J 
»cUt^/jv fe «V"^ also A2«^) — fl>^*)> «nd wefl ; 
f(2^) =s /jc* sein fioll, ax s=: ay2jip, also 

* — *»- Oder 

227. . * as 2, - - 

228. /,JC =/2 =/>> 

welches amch der Bedingniig der Au%abe/(x+/) 

VII, Wie man sieht ist aber diie Bediorang 
(221 Hir ein^n ver«{nder/icAen Werth vto xi nicht ; 
Ku erfallen moglich, sondern nur fur ien canstarh 
Hn Werth 2» 



X- = 2*, 
folglich 



s. ^ 



54. 

I 

L In die dritta der sechs 6I^chaag.e'A 

setce man abermals x-^k statt ^ and y*^k ptM 
}^^ so erhSIt man 



_j 



1> 



r • ^ I , 

fol^ich , yf%nii man eiit;«yiokelC , . 













odcr 



• • t • 

i I 



^-^f'^j:-^^' 



vorausy wenn man wieder die Coefficienten *a 

den verichiedenen Po'testateii voii * tf lljMbl^ gl^kb 

• ^ 

Nnll set^t, 

■ ' ' '• . ' . .• 



• 1 



r 

ctcV,'fplgt. 



I 



. •• •• I'' 



jQ Die «nt« GI«icliaag;gi«bi; 



f ♦ *' ' 



'.I 



• • • 



troraus, wieaer >u« cfemidben Grande vrJe obai 
in (5. 52., IV.), ••- ' 



V « 



—fx —Jjr 

-J-— 'ss r ' ■■' S3 Conjrt ss a, also 



4 



\ ' 



) '' 
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folgty Welches aiich dto iibrigen 61eichiiii|^en ge- 
iiii{:thcin mn$B, in M fern 4ie erste Gleichang 
'schon^ sur YdlUtandigen Auflosung hinreicht, wd^ 
ches,, wie «ich seigen irird, der Pall ist. 



V « 



• i 7 • - . 

III. Man erhalt auf — /** =5 a/», 

~fx =s o» — /* as a«/* etc. 



* • • > 



also, Ytrmofe dea Taylorachen Satve^^ 
odeip ' 

IV. Da der gegenwSrtige FaU, wi«in (5.51.) 
bemerkt» ,der des Logariihmmden Ut^ so er&Blt 
nan , ivenn man y aUU d^ nnd die Basis gleicb u 
setot. 



1 



d^i wenn man y sis o and k = y 'setat. 



a,5 



• • • • 



wp die Canstante a nt(r TOn der Basis n abhangea 
kann^ so dass a:s 4jB^ nnd'abo 



% - 



* «. 






r^r»..S «im»* 



233. iir=. + yy«+-^ + .-^ 

' • * - < 

id} gansr -wie in ($. s4., Gl^ichan^ i5o.)* 



• « 



V« W\e Conatai^te fp u, kann maa wie dort, 
oderauch jarch^den biaomi^chaii Lehcaatss finmn^ 
\relGb«r aeiuerseilia aiu der aechsten Gleichang C^tS*^ 
'folgt, to daM nan 9 wean -man nacb d«r gegea- 
wartigen Bfetiiiode v^rfahreo, vill^ . bu? £« aechste^ 
Gleichung suerst unUrsuchen darf. ' 

» 

Der binoinische SatZi nemlich giebt • . 

odcr, wehn - man u. ±= i und k= u — i »etet|. 
(ItHw— iFj Oder 

254. uy t=z " . . ' ^ . 

Nun ist die obige Constante ^u der Coefficient anr' 
erstett Potestat \on y in der Entwickelung von vf^^ 
Dicser Coefficient ist in dem Ausdrqcke (234), wie 
leichf va ^ehen , gleich u— i — f(u — i) 
4-i(w — t)* . • .V.} also itt 

235. yu = u— 1 — |(M-f-i)»+|(a — 15'...*> 

^pdarch die Eotwickelang der Exponential-Grosse 
aof ^ abige Weiie Yolteftandlg gefonden wird. 



/ 



n 



» « 



' V 



EntwickeU derAbleiL von Potest;^ ate, 

35. 

I. Qei.der Wertcn der seclu GI«icliangeii (SiJ.) 

fcanti n^n , iirtoii man will, dass die ei|ie Seite 
'der Gleichan^ . mit' Teranderten WertheA von x 
nnd .^ den .nemlichen Werth behalf e, diesen Zweck 
iiicht Bowobl durch x -^ k slatt ^ and ^«— I statt 
y^ als TifiSmehr nur durch jr -|* ^Jlc oder ^ (i -f- i) 

«tatt X und>,— — odcr^Ci — Jt4-k» — *a4..,„) 

statt y erreichen. Dieses giebt 

/(^ + xk) + f(y-^yk +> fe» ^ j^ fc« + ...0 S3 fi^ .;), 

oder, wenn man entwickelt, 

II. Da nun nach der Voranssetsung /j^y s: 
/^ 4" fy i«t ) «o crhait man , wenn man auf bei- 
den Seiten fx ^ fy weglasst und die CoefSden- 
ten zvL gleichen Potestaten Von k, zusammen gleicb 
Null aetzt, 



n36. 



d >. d , ,• 

■ , t ■ * 

■ d* «l " ■ ^* 

!«* ;;i/*+2yy /y+y»-»-^* = o etc. 



la so ferp die erjte Gleichnn; sQr 



en 



I / 

\ 
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V. Man erhalt also fiir den geg^enwartigen 
Ian 

839. /(* + *) =^*+ir-i^+3-*l^-4]?'- 

VI. Da der gej^enwartige Fall, vrie in ($• 3x.) 
bemerkt) der des Logaiithmen ist, so erhalt man^ 
wenn man z statt x setzt and den Logaiithmen, 
K< B. auf die Basis u besieht, 



VIL Setat man x == i und A ss; z, so erhalt 
nian, weil «i = o ist. 






Auflosmng hinreichty darf man nnr bei dersdben 
atehen bleiben, weil die ubrigen Gleichungen nichts^ 
Widersprechendes geben lonnen. 

IIL Diese erste Gleichung giebt aus dem nem« 
lichen "Grunde, -wie pbeh in ($• 32«, lY.)) 

* 

x—fx = y —fy = Com =s e, 

also ' V' 

ftS?, — fx = ii*; 

IV. Dairans folgt weiter^ We 8ich4)fi der^ 
den binbmischen Lehrsat^ betreffenden sechsten 
Gleichnng fielgen wird, 



i38 B* 5«. 

Entwichdl SerAbieiL v&rWdiaMt^ etc, 

od^r^' mn^a man k--^i statist; s^titf 

VIII. Fur « = tt ist "II = 1 , also 

livoraas 

1 



04S« a = 



mithiQ 



(II— i)—J(u—x)» + |(u— !)«....» 



folgt, welches die voUstandige EntwidEd&ng del 
. Logarithmen der Zahl *z fiir die Basis u ist $ gans 
wie oben (Gleichiiiigea 05 and 'T^O* 



» > 



' I* Auf die /icn/ie der sechs Gleichungen (2l3.} 

fx + fj = fxfj 

ISsst sich die bisherige Rechniihg zwar nicht tin- 
liiittelbar anwenden: man kann aber vrie. folgt 
verfahren. 

II. Man setze « *f- fc statt x und x -f" ^ '^^ 
y^ so erh8lt man 

t 



% \ 



«7! • . ^ t-39 

* • ■ - 

Set«t mail War * v ' • • ' , ' 

M erhSIt mm . ■ .• 

wovaof, ^eil «ach d«r VoraacMtEung /« -f*// 

• 4 

846. ir^S* . 

(folgt '• , 



IBL Diesea gieb% yermSge /« -f- /J => jf*/y> 
j/* = (/*)*, also 

• • » 

^46. /x si a. 

IV. Die G^tuid-Beciingiuig kann «I«o> Bicht 

I iur eiaea beltebijgen VVerth von x^ sandei*n nor 

dann erftillt werden, nfreoa Jx den conslaBttii 

Werth 2 hat Der Fall iit demjen^en in ($• 33.) 

L . In die uthztt der $echi Oleichnngea (fliS.) 

/(jf .jr) s= /a? /y 
*t«6 mail, vie in (J. 35.), x ^ xk oder *(» 4" ^ 
•latt * midT-4;;^, Oder y(i— fc+^»— fc'.i^O •*»« 
y, 80 erbSlt man 



£n6mki0Ld0r.Jitieit* voftPxytcsii etc, 

■ I 

Ojderj^ Wenn man eAtin^kcilt, 



«. • f 



, * * > 



/(^•y) 






• •* -wi 






^t/y~^fe^^i^'-f>fc'..^)^-f ^*^-"^'^ ^]. 



odcp* 



X ■ Si ' * 

— Ityfx^'-^fjf + fe* y A — /y . , . ; 

'T'i:7*/»ZEfy • • • • 

. ♦. . . * J ' ' 

« y •^ 



die Coeffidenten za den einj&elnen PoteatSten von 
Ic §leicli Null , s6 erhalt mttn 

2VJ. i ' • ij . ,^ 

etc. 



III. ^ In 80^ fern die erate Gleicjiupg^^ wie e«, 
der Fidl ist, znr vollstandigen Attfloanng dcr Auf- 
gobe i&nreicht, Icannr man bei derselbeh allein stls-' 
hen bleiben. , ' 



\ <- ,t 



r^ 



• *■ . 



IV. 'Si«;^bt, , • 

K — /^ y — jy ' 

248. ^*" '■ - y . • 



/» Sy 

uul^ aus demselbigeb Orunde 'Mrie ($• 32. , IVOy 

t»— /» y—fy 

349. .. 7 -' ^«s>> ^ ^ = Cbnrtsa a, 
^» Jy 

oder 

. 1260. *— /* =* «/»• 

t .00- . ' I 

« ^ 

, y« S9DEUI. sftUe IiieciQ. « 4* 1^ ^^^^ *« ^^ ^^ 

' ^ '■ 

Uilt man 

Oder, -weim man entwickelt^ ' 

Oder . ' 

« • . . .• • » • 

= «/» + afc4/»+fc'( ) 



Oder, wcim man die Coefficienten ea gleich^n Po- 

testate A. "von ^ gleich set£^ 

► ■.•>.<_*■ ^ ■ " 



woraurfolgfi 



I. 



iaSik » -T A CSS ( «— .0 ir^*^- 

■P* • DC 



* • 



/ t , 



\ » 



/ 
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Enlwiefiel, derAbleit* von Potetd^ etc* 



.869. (l-f-Hiri:^ = I + u 9 (y+fc) +^ y(y+J) (9(y+A)-.i) 

+ ^9>(y+*)(»Cy+*)-i)(s»(y:l-,*)~a) 



X. Nan ist aber, d«r Eigenschaften der Po- 
tattMtea 'Sa Folge, 

(1 +'il)y . (1 + u)^ =s (» + u)y+k, - 

also ist, wenn man hieria die obigen Ausdriicke 
sabstitnirt^ 



tt» 



i+»9'Cy+*)+— 9'(:y+*)C9(yfk)-»)...^ = 



u» 



„c J*+"«'y+T^y^9'y""*^'-** 

26o.< . » 

•f- u 9 ^•f* u' 9> y 9tJl .. . . . 

XL Hieraofl folgt, wenn man die Coefficient 
ten £u gleichen Potestaten von. u gleich setzt^ 

/»(y+*) = »y + 9>* 

( 4* ^v^yy^'f" 9^(9^ — 1) etc 

XII. In so fern die erste Gleichang, wie 
.wirklicb der Fall ist, enr Aufldsung der Au%ab< 
hinreicfat) konnen die iibrigen Gleichungen nichi 
Nenes geben and n^an kann bios bei der erst( 
Gleicjiung stehen bleiben. Uebrigens lasst sichj 
wenn man will, auch allgemein, durch FacultSteti-l 
Ausdrttcke nachweisen, [dass diese erste 61eicb&n{ 
alien tLbrigen genugthut. 

XIII 



■ X 



dUrcih Functions ^ RBcknung^ 

XIII. Die«9 ^rste Gleichung ist g€naa von der 
krt der eraten von den sechsen in ($• 3i.), also 
fiebt Bie, zu Fol^ (§. 5?., VIII.), 

262. (py = cy, 

¥0 c irgend eine Constante ist, die nicht mehr 
ron y abhangt. 

XIV* Man erhSIt also nanmehr in (267.) 

263. (I + i<)y £= 

11* n' 

i + utf/+ — cjr(cj^_,) + — ^cJr(cy-.l)(cJr-2).... 
XV• Da die Grosse c weder yon ^, noch von 
u abhSngt, so tann sie nnr eine absolute Zahl 
Bein, das heisst^eine Zahl, die fiir jeden beliebi- 
gen WertK von u und y die nemliche ist* 

Fur / = 1 ist (1 + ii)y = I + w, also 

n* u* 

i+u »i + i/.c4.— c(c-i)+— .c(c-i)(c-.2)..;., 

irorans - 

264. c ca I 

folg;t, welches der Gleichung vollstandig genugtbut* 

XVI* Man erhalt also nunmehr aus (st62.) 
ToUstandig: 

266. (i -|-ii)y«i +/II+ £1^2 u> ^ f^y-^-l-\ t 



% f 



•••« 



welches der binomische Lehrsatz, vollig allgemein ist» 

XVn. Der gegenwartige Beweis desselbea ist 
iemjenigen in^($. 230 in ^o ^ern vorzuziehen, al* 

[lol 



/ % 
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Axtdere Anwendungen der Erttwic^el. 

man Uer, ib (XI und XnO> wtnii man will, b«. 
toaders nachMreiseo kann , das6 die 61eichuii|[ ; 

I I 

,y(^-[-Jt)=:3 fpyJ^fpk den iibrigen, au« (260.) fol.| 
genden Gleichungen genugthut, welcbes in ($. fl3.yi 
y, VI.) nicht wohl angeht, wo vielmehr das Re-' 
sultat auf- den^ allgemeinen Schlusse ($• 23., yiO| 
bernht. 



Einige andere Anwendungen der Entwicke- 
lung d^rch Functions -Rechnung. 

' ' 38. i 

In den vorstehenden secbs £ntWlckeI^ngen' kam, 
wie man^ahe, nirgend eine nnbestimmte Grosse 

v0n der Form — vor. Wenn man auf diesen Um- < 

o 

stand eiden Werth legen will , so . wiirde die ( 

auf diese Entwickelnngen angewandte Methode Tor 

der obigen Methode , die erste Ableitung aus der ^ 

allgemeinen Gleichnng, —fx == '-^ — ' , < ■ ' for 

jk s= o, %vl finden, einigen Yorzi^g haben. Allgei. 
mein kann ihr indessen ein solcher nicht zugestan- 
den werden^ weil sie nicht gleichformig Anwen- j 
dung findet, sondern liach den Umstanden eigen- 
' thiimliche Kunstgriffe erfOrdert^ mithin nicht ele- 
mentar genug ist^ 

Die lilethade kann indessen in yerwickelteren 
Fallen^ bespnders wo mchi alle Sigenschaften ei- 



S8 



I. 
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durch Functions ^Rechnung^ 



ner abhangigen Grosse vollstandio^ ^geben Bind, 
von Natzen sein. Um an einem Beispiele zu eei- 
^9n, wie man damit bei allgemeineren Abbian^g- 
keits-Formen verfahren konne^ ivollen wir einen 
lolchen Fall nntersuchen. 

I. Da das wesentliche Mittel der Metliode 
larin besteht^i zu macben^ dass eine atus zwei oder 
Biehreren Grossen zusammeqgesetzte Grosse ihren 
Werth nicht andert, wenn letztere sich YerSn- 
dern^ so kommt es vorziiglich daranf an^ zu sehen, 
vrie solches allgemeiner moglich sei. 

£s sei za dem Ende 

irgend eine beliebige Yerbindung zweier Grossen 
9cnnd> Man verlangt zu wissen, was, wenn 
nan etwa x^k statt og setzt, statt j' gesetztwer* 
den miisse , wenn F(«r, /) seinen Werth nicht an- 
dern solL ^ 

I 

II. Man bezeicbnc, was in diesem Falle statt 
J gesetzt werden muss , durch / + A , so geht x^ 
wenn man a: -J- A statt x und 7 + A statt y setzt, in 

267. » + * — « + ~ ;^« • • • • 

•+• A — 2 + AA — 2 » . . • 

*^ y ' \ *y 



^J^ __» ___ ** 

+ 2 yV 



• • • • 



fiber. 



« ^ 
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Andem Anwendunsen derEntwickel* 

Man seize " ' 

a68. i == ait + /?** -^ y** ; • .' * 

vro €0> ^) ^ etCfi unbesUmmte Goefficienten' sind, 4o < 
erhalt fnan, wenn man Dieses in (267.) substiiiurt^ I 

I 

»4- ai — i+/J<t* — » •. • • • 

> 'J ■ J « 

H-afc* — s .... 

H — i* 

IV. l9a nun z seinen Werth nicht verandeni «olK . 
Wenn man m 4~^ «tatt dc nnd y -|* A statt y setzt, to 
moss die Uriiise (269.) s/eicA x sein. Darans folgt, ! 
iif enn man die Goe£^enten ea dea Terscbiedenen ! 
Potestaten der viUkurlichen GrSise k^ die aadk | 
den Werth Noll haben ]kann , einj^In gleich Null | 

setzt, j 

' • * ' ■ . ' i 

S70. Y ^ 

.* y »y y 

u. s. wT, auA welcheo Gleichungeti die Coefficien- 1 
ten «^ /?> jr . . . . gefnnden werden Jconnen , "wcl- | 
cties alsdami deh gedncbten Werth von. A giebt. 

V. Da es aber bei der Ajawendnng^ saI(Qtst • 
^bl086 auf die erste Ableitung^, das heisst^ bios auf 

den Goefficienten eur ersten Pofestat Ton it an- 
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'dureh Functimts-'RechnuHgi 

* 

kommt^ so kann man bei diesem Coefficienten, 
also bei dem Coefficienten a stehen bleiben. Die- 
»er ist, der ersten Glelchung (270.) zxi Folge^ vnA 
taaan sieht, gana& aUgemein.: 

d . d 

' « y 

VI. Wenn man also in die Grosse 2;^=: F(»^ y) 
Ci66.)«?+*stalt«nndy— * — « :— 2 . : . • statt y 

ao y 

•eUt J 60 andert die Grosse z ihren. Werth nicht; 

VII. Urn hienron eine ziemlich allgemeine 
Anwendung zu machen, setzejman, es sei jUa 
Cleichong^ 

ils Ansdruck der Eigenschaften der dnrch §, /, ^y 

*^ Tmd F bezeichneten Formen der G^ossen nnter 

^esen 'Zeichen jregebejci^. Die dnrch ^ und F be- 

i^cbneten Formen mogen geg^ben, /, fp and ^ 

. ^unbekannt sein. 

VHI. Man setze^ der Kiirze vregen, 

i« = ft»y = 9,8(Pj3)'=8 ^i ^*>y) = *> 

so dass 

IX. Nun wnrde aben gefunden, dass sich z 
Oder |rC*>y) nicht andert, wenn man ^c -|- J^ 

d d 

statt * und y-*»* — ^i — 2; . ; . ♦ statt y setzt. 

' » y - r 

Die GrSsse 8 geht hierdurch in 
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Andere AnwenduBsen ^r EntwitJieL 



t + J'j'^.i- 



• , • • • 






• • • 



ilber. Also muss y \reil solch^ nacb \rie vor gleich 
^;f? and iolglicb gleich 8 seia soil, 



— % 



<* o <* „ X " d o d 



«» 



V ■ » 



/ 1 



Oder 



, d ^ d d d\ d d 

p » y « y « 



sein* 



< 



7 • ■ 

X» £s sei z. B» 

i 

•o dass ? SK pa und « = »y, so ist ~8=:£p^', « 
rf Q _ - e ^ d . d d ^ d I 

d 

~«=: 0?; also nach (274.) 

d d 

y 

Oder, wcnn man nUt p9-» dividirL 

' , d ' d ,' 

y ^ 

d d 

276. *^py.— /« = y/« — yy.V*, 

* y y 



• » 



J 
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durch Functions ^Recknung^ 

i^oraus 

d . d 

^77- Tl — T— = ~^ 

" e/oc,/oo yy 

XL Da die beiden GrSssen » und y von 
■inander unabhMngig sind, so kann der Werth 
ler Ausdriicke auf beiden Seiten dieser Gleichung 
Keder x noch y enthalteD, weil sich sonst, ausser 
frenn x tind j glsichformig yorkamen, woraas dana 
■ber Niclits folgte, die beiden Theile der Gleichang^ 
cuimuglich immer gleichformig andern konnten* Die 
Aasdriicke anf beiden Seiten der Gleichung mii^fien 
Bko nothwendig einer Constanta gleich eein und 
Birar einer and derselben Constante. Man erhalt also 

d r d 

278. -TT 7- «= « ^^^ ^ = ^* 

XII. Aus der ersten dieser beiden Glei- 
chiUgren folgt^ wenn man, der Kiirze wegen, p 

fitattfix; schreibt: ■ =a — , wovon die Stamm- 

gleiching «(«/)) =z a.^x ^ •by odcr •(«/>) = •(«») 
•f «4 5s ®(ac»,6) ist, "Welches 

'p = d( *i und p s= e also 

^ «;*.*. ,. 

279. fxzzze giebt. 

/ XIU Die zweite Gleichung (278. ) giebt 

„y y' ^^'' 



\ , . 



I 

\ 
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Andere Anwendungen etc^ . 

a8o. yy =3 y*c, 
XIV. Man erh&lt ako, vermSge der Voraui- 
setmng ifxf^ = %l$ix, y) (flySOf 

\roraua aach V' folgt^ to dass die Aa%abe au%«- 
loiet ist. 

39- 

Ohne mehrere Beispiele herznseUeii, sieht iiiai|| 

- dass fiich auf diesem Wege willkiirlicli manni^l 

facbe Formen aufstellen lassen. Die Methode iil 

iibefall unmittelbar anwendbar^ wo sich in dffi 

Gleichung (274.) die Grfissen x nnd y iondirn la- 1 

. sen. Wo dieses nicht der Fall ist^ ist die Anfli- 

' .sung schwieriger and fiibrt auf eine eigenthumlicie - 

Art von Gleichungen, in welchen die Grossenx 

und y ' mit unbekannten Functionen^ von iftncn yet- 

• mischt sind* 

Wir wollen die weitere AnsiEahrang dieses 6e- 
genstandes auf eine andere Gelegenheit venchic- 
ben. Wir schliessen hiermit den obigen Vcsncb 
einer systematischen und allgemeinen Aafsl^IInng 
der Lebre yon den Potensen, Logaritbmai tuid 
liogaritbmanden , nnd geben nnnmf hr suna^bst so 
dem ftweiten Hauptgegenstande der gegenyartigen 
Abbandlung, den FaadtlUeny iiber* 



/ 



Zweiter Abschnitt. 



Von den Facultaten. 
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Definition der Facultaten. 

iYJLan pfleg^ Prodncie von Factoren , i^elche y dm* 
Reihe nach, nm Gleich-Viel von einandcir ver- 
khieden sihd. also s. B* Producte ifie 

J. 

tt(aHh *) («+ fla?) (11+ 5a:),... (dt(y— 0*> 

Jacukdten^ oder auch Factorielleny oder Pottnutn 
7S9utu Ordmmg a. s. w. zu nennen* Den ersteii, 
Jdeinsten oder grossten Factor u nelint man Basis^ 
den Unterschied der Factoren^ Xy Difftnm, and die 
ZabI der Factoren 7, Exponents So lange u eine 
ganze Zahl ist^ ist diese Definition vollig dentlich 
Had bestimmt Sie hort !aber aof, es zu sein^ wenn 
n nicht eine ganse Zahl ist; denn eine andere 
Factoren -^ Zahl , als eine gadze, hat keiaen Sinn, 
Weil man nicht Grdssen if. oder j; Mai mit einan- 

■ 

der multipliciren kann. 

Nan aber ist leicht zn sehen, dass diese Art 
\on GrSssen mit den Potestaten,/ wenn man,lets- 
tere als Prodacte glmlur Factoren betrachtet,. nalie 
verwandt ist Die Factoriellen oder Prodacte dqui^ 
i&fftrtiuer Factoren sind nichts anders als eine all- 



J 



I 



» . 
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Definition der Facultaten. 



40, 



genv^MFO Art von Potenzen y ^enn Poten^en Pro. 

• 

ducte gidcher Factoren Bind* Letstere sind ein 
ein;Kehier, besonderer Fall der Factotiellen^ n^toL* 
lich derjenige y in welchem die IXffetenz der Fao- 
loren NoU ist 

. So me 'nun aber Gros^en vorkommen, welcbc 
die nemlichen analytischen Ei^enscbaften and Ver- 
haltnisse haben , me Producte gleicber Factoreoi 
obne selbit solcbe Producte £U sein, so kommen 
imch Grossen vor, welche die analytischen Eigen- 
schaften der Factoriellen hatien, ,ohne dass man 
sie darch MoltipUcation Mqqidifrerenter Factoren 
susammensetsen konnte. So wie man also veran^ 
lasst vrird^ die Bedeutnng dea Wortes Potent, oder 
P^testat 2a erweitern/ nnd nicht bloss Producte 
gleicber Factoren darunter su versteben , welche 
das Wort alsdann nur in deni einselnen besen- 
dern Falle beseicbnet, wenn die Exponenten ganse' 
Zahlen sind^^ sondern vielidebr Grossen, welcbSi 
obne durcb Multiplication zusammengesetst wcr- 
den zu konnen^ die nemlicben analytiscben Eigen- 
schaften baben^ wie die Producte ^eicber Facto- 
ren: so wird man auch veranlasst, Grossen jbuu9- 
tersuchen, welche den Gesetsen der Producte £{iii- 
differenter Factoren unterworfen sind^ obne dass 
sie selbst dergleicben Producte w8ren« 

Die Untersucbung und EntwidLOlung der Pio- 
dude aqaidifferenter Factoren bat keine Scbwie- 
rif^eit, und es bleibt mit dem, was schon gescbe* 
hen und vorhanden ist^ fast Nichts mehr file die* 
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s 
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' • Definition der Faculb&bcn* 

sclb^ £ti wiinscl^en iibrig. \Selbst w«an der Eicpo- 
^nent «in Bruch ist/.mag, >yie bei den Pot^tatea, 

noch eine voIUtandige ErUamng und Eiitwieke- 
I bui%9 ^i® \renn der Exponent eine ,^an£e Zahl 
I wa]^ey noglich sein* Allein wenn der Exponent 

eine btlkbigej transcendente odar imaginaire. Grosse 
I isty ist die deutlicfae Vorstellung yon den Facul- ' 
i tSten und die Entwickelnng derselbcn, irie die der 
I Potensen^ \renn nicht unmoglicb, so doch gewiss 
I mit ftebr grossen^ irielleicht noch nicht gans iiber* 

wandenen Schwierigkeiten, verkniipft 

Die Absicht des gegenwartigen Aiifsatzes ist nicht^ 
f su ^ederholen and snsammenssustellen , was seft ' 
I'St'irling nnd Yandermonde, bis auf Kramp 
; tmd die neneste Zeit, in dieser Untersuchnng ge- 
r schehn. Der Zweck dieses Anfsatzes ist vielihehr^ 

eine allgunme and denuntate Theorie der Facnlta^ 

ten zu versnchen, die dorch keine Eigenthiimlich- 

i.keit der in Rechnnng kommenden Grossen be- 

I BchrSnkt isty und die also die Theorie der aqni- 
• , ■ ' ' • • • . 

differenten Factoren nur als einselnenj^ besondem 

Fall mit nmfassetf ^ 

VVif stellen sunachst von den Grossen, die 

den Gegenstaxid des gegenwartigen Aufsatzes aos* 

machen, folgende bestin^mte Definition auf* ; 

' ' ^te si/id Mgemgen ^ wtleh^ dif nemficAeft an^* 
tisdun Eigt^ischt^ten und f^erhdhmsst habttiy im 
Produm ^oidiffa-enttr Factortn , ohne sdbtt nothm 
)vtn^g dtrgldchm Productt tu luin, Sk iind.mr 
dam dtrgldcken Ptoducte^ mmi die Exponmtm . 
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Definition der facultaten. 

ganze Zahlen sind. Auiitrdem sind sie Gi 
pveleht nicht durch blosse Multiplication j so 
nur durch Meilun^ oder durch andtre analyi 
ARltd dargesttllt pverden kbnnen, 
'.. Diese Definition ist volli^ besUmmt und | 
Auf^abe, dass man dergleichen Grossen entwickda 
•olle^ ist unstreitig erlauht. £3 kommt nur darauf 
an 9 ob die Entwickelung allg^emein mdglich ist 
lat aie es , so hat man nicht allein die Entwicke- 
lung der , Producte acjnidifTerenter Factoren m> 
schliesslich, sondern man hat die Theorie aller* 
Grossen, vrelche die nemlichen Geset^e befolgen,' 
wie jene Producte , vollst'dndig. Ditse Theorie Ui 
dann nothwendig iiberall anwendbar^ wo dergleidim 
Grossen vorkommen^ Diei Frage, ob sie auf vor- 
kommende Grossen anwendbar sei , beraht dairanf, 
seiche Gesetze die Torkommenden Grossen befot 
gen , welches die Anf^abe lehren mass. Sind diese 
Gesetse diejenigen aquidifferenter Factoren ; so ist 
die Theorie ihnen angemessen. Dieses ist AUei, 
-was man fiir diesen Gegenstand verlangen kann, 
eben wie bei den Potestaten. Sobald die Theorie 
der Potestaten, das heissty Yon Grossen, yrelcbe 
xnit Producten gleicher Factoren eineirlei Eigea*. 
schaften haben, allgemein Yorhanden ist, hat maa 

Aiisdrucke,welche iiberall anwendbar sind, wo Gros- 

• 

sen vorkommen, welche den nemlichen analytischen 
Gesetsen unterworfen w erden konnen, wie Producte 
gleicher Factoren. Ob vorkommende Grossen PalestH- 
ten .md und folglich fiir die vorhandeneh Ansdrttoke 
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Benennungen bei Wacult&ten^ 
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pM9en , hiiaj^ davon. 96, ob sie jen« Gesetee be- 
folgen^ welohe in der That das beatiinmte analy- 
ttfcbe Ken^iseicben der Potestaten aind. Sobald 
iolcbea der Fall ist, «ind sie GegenstMnde fiir die 
YoVhandene Theorie. Eben ao l^i den Facaltaten. 



Von deji $enennung€n bei Facultaten. 



Um nan 4er yon den Faonltaten anfgestellten 
allgemeineti Definition ibre bestiminte Bedeutnn^ 
VOL geben, ist es nOtbig, diB Eigenscbaften der 
Pradnete aqoidifferenter Factoren aelbst va unter- 
sucben and bersofietsen, denn auf dii^Be hmdii 
iicb die Definition. 

Zn diesem Zwecke Ut aber, nm mit Bestimmt- 
%fit\ ,ohne MiMverstandnisse und Verwecbtfelan- 
gen sa Werke sn geben, notbwendig, erst fiber 
die Benennung and Btzachnung des Gegenstandes 
der Anfgabe im Reinen zn sein. 

■ « 

£s aind, wie oben gesagt^ fiir Prodncte aqui*; 
di&renter .Factoren, die Benennnngen : Potens 
eweiter Ordnang, Factorielle' und Facoltat ge» 
brSacblich* 

Die erste Benennnng: Poienz jj^uitr Orinung 
w&rde passend sein, wenn das Beiwortt zwthtr 
Urdnung nicbt an die dadurch bezeicbneten Falle 
hei Curren , bei Gleicbungen ^ . bei Ableitnngen 
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Bentnnungen 6ei Facult&ien* 



Q* s. w* ^rihnerte , welche sum Theil an4erer Na« | 
tar and, aU der Gegenstand dea ge^&warti|^af j 
Falls* Cunren , Gleichungen uiid Ableitnn^en siviet. 
ier Odftiing um&ssen.nicht so bettimmt- mid ei^n« 
thiimlich - ahnliche Dinge erster Ordnmig, yni 
Producte aqtddlffereniir JafAoreny Prodacte gUcker 
Factoren. Da« Beiwort Ut also nicht gans paa6€ad« 

Die i&weite Benennung: FactorUttt ist fiir dii^ 
gegenw'drtige Ansicbt gans unpassend^ denn sie be* 
jseicbnet Products von Factorm^ von welcban, aUfr 
gexQirin genommen, gar nicbt die Rede ist* Sie 
mriii^dey ailgemdn angewendet,. oSenbar nnricbti; 
sein and Voratellangen aosdriicken, welchcf dem 
Gegenstande fremd aind. 

Es bleibt also nar nock die dritte Benennang, 
Tacultiiij abrig. Diese Benennong bat wenigstens 
nicht den Fehler, unrichtig^ Vorstellangen sa erre- 
gen, wegen ihrer Analogie init der Benennong 
Potutat 9 ^ber ist sie aach gerade nicht onpassendf 
obgleich sie die eigenthiunliche V^^rwandtschaft ih- 
res Gegenstandes' mit dem Gegenstande des^Wor* 
tes Poteitdty rrie es zu wiinschen ware^ nidit be- 
zeichnet* Sie ist also, obgleich vielleicht nicht die 
beste, so doch nicht zn verwerfen. Wollte maa^ 
dem Gegenstande eine beseichnende Benennung ge« 
ben, so miisste man ihn vielleicht: aUgoneine Pi^it* 
$tlit nennen. Urn indessen so wenig wie moglidi* 
heae Benennangeh 2a gebraachen, woUen inrir bei 
dem Worte: FacubiU stehen bleiben, and also die 
im vorigen Paragraph definirte Gros^en Facult^tm i 

. nennen* 
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Benennungen bei Facultdten^ 

atnpen. Daa Wort jRiccmeffc kommt una dabei 

nut seiner Eig^nibiimlichkeit gut zn Statten. Wir 

iqroUen nemlich diese letasite Benennung dem beson- 

dern Falle der Facultat, wenn der Exponent eine 

{anse Zabl ist, also den Producteh dqiiidiffieremer 

\Factoren beilegen/ so dass Factorielleny wenn man sich 

^«iner analogen Beseichnung, wieNbei den Po^estaten^ 

I bedienen "will , rathnale PaadttLtm sind. " £s Vare 

IHL, 'vr&asefaen ^ dasa man fiir rationale Potenzen,. 

I Oder fUr Produote gleioher . Factoren^ ebenfalls ein 

teiondipres Wort bStte.- 

Di« Benennungen der Orosaen , ans weldievr 
eine Faeultat zusammeiigesetftt iat, aemlich Baoij 
! Dffirenz und JExponmt IJiunen unatreiiig ganz blei- 
ben, weil dagegen Nicbts eineawendien ist, and 
di^seiben \ielmebr deti Zusaminenbaiig: der Facfol- 
taten mit den PotestSten recht .gut beseicfanen. 
Man ktinnte fur die Elemente der Faculttiten, nacb 
ibren verscbiedenen Besiehungen auf eiiiand^r, vde 
bei den Potestaten^ anch Terscbiedene Benennun* 
gen verlangen^ allein der Nutsen der Veracbie- 
denbeit der Benennungen -w^re nur geringe, ^und 
dagegen der NacbtbeiF gebauftcr Worte und 
Uat^rscbeidungen bedeutend , daber ^ir davon 
absteben. Bei den ^Potestaten sind ebenfallf die 
Tecscbiedenen Benennungen «beibebalt^n worden^ 
weil aie einm^l vorhanden waren* 
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yon den Bezeichnungen der Faeultdten, 

42.' ; 

4 Die Bezeichnung der Facultaten \si ebea i 
verschieden , wie die Benennnng. Am haafigi 
bezeiclinet man %. B. das Product 

durch li^l^. Andere beifteichnen solches daroh[iiyX]7^ 

oder bloss durch [u]^^ wenn x s= 1 isi^ Die ento' 

Bezeicbuun^ scbcint 'weni^er passend, als dii> 

letzte^ weil die Diiferenz x^ in ilirem Einflosse ant | 

die Zusammensetzting^ der Grossen, nichts mitdem 

Exponenten ^emein hat und also nicht in die 6e« 

'gend deiselben gehort. Die Kweite Bezeichnungi- 

Art setzt die Difi^renz an den Ort, wo sie io 

Rechnang^ kommt, und ist also in so fern passen* 

der. Wir Nvolleu daher bei dieser Bezeichnungs- 

Art bleiben, uns aber der eckigen Klammern nicht 

bedienen^ weil das, was in den Klammern steh^ ' 

durcii das Comtna hinreichcnd von einem ProdncU, 

oder dcrglelcheil unterschieden ist* 

Man kcinnte^ wie bei den Potestaten^ aach 
fiir die umgekehrte Abhangigkeit der Grossen u, 
a;, 7, aus welcheii eine Function^ z. B* %y zusam* 
mengesetzt ist, eigene Zeichen wiinschen, s, B. 
wie oben bei den Potestaten^ fiir die Logarithmen : 
wir wollen indessen fiir jetzt keine neue Zeichen 
Torschlageii) sondern nur erst zur Sache selbst 
schreiteu. 
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Gruhd^Gleichungender FacUltMen^ 

Wir fre^nii^en uns, ieine GrSfsiei/ welche die 
fliMlytUchetf Eia^ilschaften de* ProdacU;-;' 

• ■ ■ 

£1 welchem natilrlicb r eine ganse Zahl ist. ouch 

vlriann hat, wrenn y keine ganze Zahl^ sonderu all- 

.mnein eine beliebige GrtJsse ist^ durch 

28a. z = («, ±^x^ 

M boiselcbnen* Wir nenaen die GrSjise 2 allge* 
aein Facuhdty and in dem besondem Falle^ wenu 

* ■ _ _ ■ 

9 eine ganze Zahl i8t» Factoridk der Sdsii u mit 
der IXfferenz x und dem Exporunten y. 



Grund^Gleichunffen der Faculiat^rt; 

■ ■ ■ . _ , . _ 

Wir kommen nunmehr zu der Aofstdlung der 
analytiscben Ei^enscbaften der Facultaten , welche^ 
der Voraussetzung zu Folge^ denen der Factoriellen 
' gkich sein aoUen. 

I. Da (1/, + fx^' daa Product 

bezeicbnet, so bezeichnet aucb (u-J- yafj -4- ^) das 
Product 

Daa Product beider Producte ist i 
uCtt4-AP)(ii+aa:)(ii4-3«)..*-C"+(y+* — 0^^); 
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Grund^Gleichungen der FticuUateih 

demn die dieder balden eiae unnnUrbrophgte 
Reihe. Auf da& letzte Gllcd dea ertften Prodacti 
u-^O — ^)^ ^*^^S^ unaiittelbar in Att Reihe dii 
erste Glied dfs zweiten Products li 4" y^ . DteM 
t^roduct der neiden Producle aber ist nichts ai^ 
ders als (1/, -j- uc)^ 5 also ist Hir iPactorieUeii, jff 
fiir rationale FacuUateiiy oder wenn dtr JExfiMi 
€ine gcnze Zahl isty 

Dieses ist der Ausdmck der ersfen £igefiscbaft dsr ' 
Factorittten. JBs ist nicht nothi^, der GroSse X m 
Bweifaches Z^ichen -f* und — vorzasetzen^ da 
man sich x seibsti sowohl positiv als negativ v«^ 
stellea kanu. 

* ■ 

II. Ferner ist leicht Ea seheii) d«M sicli du 
Product 

in. « 

Terwandeln lasst^ wo m eine beliebig^e Grosse ist 
Der Theil recbterband in dieser Gleichuug lassi 
sich aber, liach der allgeineineh tle^el, dordi 
(ftiUy '\^ mxyy hezeichnen^ also ist zweitens 

.84. («,+*)^-fe±i?<. 
wb m gan«lich ^Ikiirlich ist* 
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Dieseif ist der Auadmck der smircii ISjg^ensclmfl. 
I der Faelorlelleri. 

in« £iii« dvitte £igm»cbaa des Prodncti 
; (i%,.f*)y **: a(u + «) (ii-f Osc);. .. (o + (y— »)»> 

% _ 

' bcsteht darixF^ dass fSl* y ^^ i» 



Dieses ist der Ausdrack der dtUtai Ei^enscliaft 
der Factoriellen. 

Die drei Ansdriicke (28S9 284 and 285.) siad. 
zimadist kinreichendy alle ilbrige I3gensch|iftoii, 
lier Factoriellta zu fl&dlui, und folglich sunilcbsi 
die Grtkndlage Surer vollstfoidtgext^ DefinittoiL. ' 



Wir dehnen* mumielir die* Gtekknnffeo: fiJXSf^ 



\ 
t 



sB4 nnd s86*) welche die Eigmscltafteii der Sacto* 
fwUra, daj h^t der Faooltaten l» dem FaHeaus- 
drflekea, iv^nn^ der Sxponent ^' eina ffuasee Zahl 
ist^ aJigemxm anf alSe moglidie FaUe ana/ jhtnaf 
Hitt ifftts man willr eine gaaie Zahl^ odar ein 
inxib^ odar etne transceadente, imagiDaire' Gtfosi^ 
n. s. v. Die iibrigea Oraasen u uikd « kiuiQen 
scten.aucfe hei dw FactorieUaa aeiia^' was man 
will. - . : 

Die VoDsfandige E^cposition' der bevaVstehea- 
iea Uiitersuchun§^ isff alsa honmelur folgtode:^ 



V: Oief^nlge .yon 4f»i beUebigexi -'4rei Gto^ 
i6o Ui X und y abliSiigeiide, darch.Xtt,,.-^^;/ 
beseicbnete 6ros«e £» welche die drei Eigen- 
nohafteo bat^ dass, weniimati^4*^^^^t.y setst, 
vo : A )Bb«jnfaU« . eiae l^ijQtbij;e 6rfi«»^ bedaxtjtt^ ; 

und wean miin, mu atatt u und sogleich mi^.| 
•tatt ^ setst, wo m eine beUebigeCrosi^e bedeoUt| | 

deirjieicbea 

, i«tj^ beisst allg^meio FacukMt dtxJfams u, vpii ; 
Aer^Piff€r$m 9p and d9?ii Efppnentpn 3%. Man 
ffupUtnun ,den.,A^r9ck der 6ros«^ ^^1^%9 
and «j and i&war jedcr darcb die drei ubri^j 
gen, aei ea darcb Reiben, oder wie ea aoiut; 
mdgliob isU Das, ^as roan findet, maaa nothi i 
wondi^ aai)b in dem. b«toad«*nr .Fdle, .irena 
dcfr £xponiQnt 7. eine ^nee ^aU ial^ alM audi 
f iir Factorielien . gelien , wf H dieaelb^ istnk 
« . dienemlii^en Grand • Qleicbaneeii 'YoUataodi^ 
beatimnU werden* ]S0 fpilt aber no^Ieicli iibtr* 
4^11} wo Grosien Torkommeit, dereh «iial]rti>* 
ecbe YerbSlUiiaae and ; Beseicbnangen deii drei 
Grand -Gleicbunfim gemiiaja aind^ 
Zor Erliiatf rang dieaer £«fiQailiott iat eioa 
weaentliche Bemerkaiig notbig. ^ 

..,£a ki^nntQ namlich wiyd^roin. a'dijsinen.t; «!' 
wun 111 dor Aoa^rba.wg 4e^ ^^^ ^^^hV^!^ fi^'* 
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Qrund-Gleichungeit der FacttUcUerii 

tenden Graad -^Gleiclmtigen ^auf doo ' aUgemeined 
Fall d^ FacultStt^a eiae' Wiilki&r lie^^ it^n wel* 
ober man nicht bt^rediti^t sei, gleichsani einleh^ 
lerbaftei!' Scfaluss Vouin Baiondero auf •da9 AUge* 
mehie. IKeses ^Sre'>aadi in der That der Fall^ 

I yfikin mail n^cA 4fie tmare Bjuhmmg-uki Entivickfid 

' . ■ ■ « 

! bnff etwa an die Bedin^ tqig bMnde^ dass der Eth 

; ponent y rine ganise Zahl sein soil, - oder mit an- 

I '^ 

I dern Worten: Mre&n«inan' bei den '£ntmckelnn{^eii 

die GrStse z alsi 4un Product von FdctBren betracb* 

tete. Dob Bedenken' iaUt airer we^, tobald mah 

I ik Enimckdungen 9i} .macht, das« sie allges^inv fui) 

jedes beliebije y geiten. Hkrin Megt die ganse 

Schimrigkeit' und nfchl in der jyarstdlmig dtr GrSss^ 

\ (0, -t*^)^, /9r den ottg^rtHintn Full «mes belieiigm y^ 

\ durdi Mactoren, adir dergldchen. Bestehi'man aaf der 

^ letfetern , so kasn 'man nicht allein in den Fall 

I kommen, Etwas zu -v^riangen, was unmoglich ist, 

sondern inan bemUht sich anch um £twas', was,- 

wenn es m6glich -wMre , nicbt einmal eineift* Mre-' 

' iw»aicben Nut«en hs(beh wiirde. Denn Altes, wad 

man aucb fiinde, k(i\nnt& am Ende doch au tcinemj 

andern Resultate* flihren ^ als das, ' -welehes ^ man 

I €rhSlt, wenn mah die GrSsse unmiltelbar ans der 

I Grand* Gleichnng, aber mit der atrengen Beobapb- 

! tErig entwickelt , dass durcbaus der Werth von y 

' nicht etwa an die Bedingung gebunden sein* soli,- 

\ rineganze 'Zahl zu sein. Es ist iibrigeris, ^ was 

dii Erste betriift, auih hocb voranszuschcrt , cl^««^ 

dep Aosdrncjc der allgem^inen FacnltSt, anf die 
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Grund-Gleichungen der FacultMen^ 

Weise der FaoCori^Uea, oder durch JEocroren^ aller. 
djngfl unmoglicb ^st; denn achon der AhsdrtielLdfir 
PoMtdim mit einem andero ak ganzzMigeA. Exp^ 
nenten findct nicht Statt^ w&l cine totcht Poimu 
imrkUch km ProduU van Wactorm uu Um so vireaut 
^er al$o Itann ' der AiudrudL einer idlgmimMt IV 
UBinty far jedefi beliebigen Exponentea , ab Pre- 

^ 4act 'von Facioren darstellbar sein. £• wMre, iveiin * 
man dergleichen verlangte, ungefiihr eben to, ab 

. wenn man Terlangtc^ das Verlialtiiiss des Kreis* 
1Jm£anges afiam Dardbmesser , oder das YMrbMltniss 
des liOgaritbmen einer beliebigen Zahl i^u seinem 
Logariihmandea soUe durch einre ganze Zabl aas- 
gedrjickty oder eine Ctirye soUe als-aus grades 
liinien susammengesetst dargestellt urerden n« djL 
Man wardedie Scbwierigkeil> wean man so v^- 
lahren wi^te, an den unrecbten O'rt legen, wo 
sie uniibersteiglich sein kann. Sie ist deewegcn 
allerdiogs da und bestehet darin, die Enlwieke- 
lung^ so %u madien , dii$$ iU durchaus mdu an dk 
Beiingung gtbundtn sind^ dass dv Esponoa y m 
goiixe Zahl kt. Eben diese Bedingung ist es , wcl- 

. icbe macbty dass eine mebr als erlaubte Willktir 
bei dem Uebergange von den Factoriellen su.dea 
Facnltaten keiaesweges Stett findet* Nicht die fSr 

' Faetoriellen passenden Resultate werden anf Fa- 
cultateo willkurlich ansgedehnt) sondern die Qruni^ , 
Ol^ichungtn and diesen wird fiir den ;iUgemri- 
nen FaU.die noie Bec&^iin^.binsagefiigt, dass dar 
Exponent niisJ^t nptbw^Adig eine gapM Zabl MiO 
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Eigenschaften der Faeult&ttfn etc^ 

ioll. Wegen dieser letotern Bedingong^,. die zn 

denen der Factoriellea hinsukommt, sind Fkculta- 

ten und Factoriellen iv$sentlkh vtnchitdent Grosseriy 

mid haben weiter nichts gemein, als da^ft die Fac- 

tonellen ein einzelner, besonderer Fall der Facnl- 

ISten sind. Wir betrachten den vorliegenden Gt* 

{easland als eine freie analytische Aufj^abe. Sie 

liesleht darin, dass man diejenige^ Ton Up x und 

J abfaangende Function sucht, welcbe allgemeia 

4ie drei Bedingungen (MGy 287 und 288) erfUUt. 

Kan weiss \on dieser Function iim Voraus nocb 

mcbts weiter, als dass sie, fur den Fall, wenn y 

tme ganse Zahl ist, ein Product aquidifferenter 

factoren ist Was sie in den iibrigen Fallen sei, 

YTfSu man nocb nicht. Man weiss nicht, ob sie 

^ch als Product yon Fa'ctoren, oder vielleicht 

dorchLogaritbmen, oder andere transcendente Gros- 

MO, odw nur durch Reihen darstellen lasse# Alles 

disses soli erst gefunden werden. Die Resultate 

ttod aber nothwendig vollig allgemein und sie sol- 

kn und konnen immer nur da angewandt vrerden, 

WO Grossen vorkommen, welche den drei Grund- 

Bedingungen (286, 287 und 288.} entsprechen. 

Eigenschaften der Facultdten^ welche unmittel- 
bar aus den Grund-Gleichungen folgen. 

Die Eigenschaften der Facultaten , welche nun 
uunittelbar weiter aus den Grand - Gleiohungen 
gtfonden werden konnen, sind folgende* 
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Eigemchaften i^ FacuH&ten ett 

IV Da (ii,+«f)'^^ scinen Werlh nfcht and«rt, 
VftnvL itian 9# mi€ ft'^€W«cAM//, so isl auch^ wenit 
ihan diese beiden Groaseh in der Gleiebuxi^ (20&) 
Tertauflchtf 

IL Feri;ier, erhalt man, w^nn man mii sss 1 
ieisty m s=: — , also in (287O ' 

ago. (u,tf»/Ta(i, + ~Y,uV 

ni. S^tst man ]iu)gegen mx cs z, so iit 

m ' ;c9 — und ... 

X 

, ... 

I « • . ^ . ^ . 

IV. Aim (286.) folgt fer^ier 

S«tBl: man Uerin, aiu (agoi) (u, -^xf j= (^i -f — V. u', ; 
o4ep, Wenn man y-f fe 6tatt^ 8chreil>t,. («,+«)'**' 
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60 erhalt man: 
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^<^t^::nt«» ' ia dine €l«icli«ii§^ u as :^ ^ n^^iHaliiL 
man 



J »■» 



«' 



i% 



^7*^ 



tiSfm^fi^ 4er ,Fa<?ul(aii!^ [etc* 

lit, $o erhHIt tnair - -. 
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Schreibt man e<^dlicb> statt k, so erhalt man 






H/ 






I 

Aas dissent Anfidriu^e daht man^ dass si^ eine 
Tacnltat, mit beliebiger Basis u. und beliebig^r 
Differens «: , aliemal auf ggj^andefe J>ringen lasst, 
in welqben Basi» uitd ^ J^BMiBt, ^eide gleich 
Kns sind, so dass also diese beiden Facaltaten nur 
dem Etpohenten nach von eidander abweichen. 

y, SeUt man in (292.) yx^si v^ so dass 
/ sa — ^ so erbalt man 
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odar^ Wenn man k ^tati c^, y statt ^ schraibt, 
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> EntwicAeiung der FaciiUaieh 

VI. Setet man in (286.) &— y statt kj m>w 
halt man 

Dieses ^ebt, wenn man 7 = setzt^ • ^ 

(ii, + jc)^ = (ii, + *r.(M, + *)% 

odcp 

agS. .(«, + «^ = 1; 

woraos folgt , dass jede Facnltat^ fiir d^ Expft- 
nenten o , allemal der Einheit gleich ist, eben ^ 
eine Potestat. 

Vn. Setst man in (289.) & ss — y, so trUlt 
man 

(tt, + *)o = («, + xr^. (ii--jfx, + xfy 

also, weil (u, -^x)^ = l ist (agS.), 

296. %J$.SSlF= r ^-Ty> 

(11— /*^ + 4fy 

welches der Ausdmck einer Facultat mit negatif em 
Exponenten, dorch eine andere mit positivem Ex* 
ponenten ' ist* 

Diese Verwandlon^n aind m dea weifeern 
Entwickelungen n<>thig. 

« 

Entwictetung der Facultat en durch gewohi^ i 

liche MitteL 

Es kommt nnn actf die %irklicbe Eahvic&e- 
long der Grossen i', x, 7> x, das heisst, auf die^. 
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^iStmxh gf^hfmlipha MUM, 

tttq^cliuicbii Axisdriickfi an-, ..durch welebtf •iok 
jed0 d^r /vi^ <^rSs»ea durob diedrei ubrjgeo yntkr 
llipli bcreclmenlaiajt. ^ 

! < VSIr woHeti una bei dieseh Entwi^k^tungen 
! stmacbst bloss gewobnfi^her Mittel bedielien 'und 
ciiiige der ' vorkommenden Ausdriicke «rtt ant 
I lofeAc Wei«e sucben, "Ware es aucb nW, um hinter- 
r Iwr die Vortiiige einer grdsaern jillgenumhdt dcr 
rXntwiekdmigs - Metbode nnd ibrer Grand - Aus. 
driicke fiiblbar'ea macben. 

_ * ' ' • . • ♦ • 

£s ist bel;annt^ dass fiir rationale Facnltaten 
Oder far Hactorittten ^ das b«isst^ fiir 2 = (m, -j- x^f 
in dcm Falle, /wcnn y eine ffanxe 2iahl ist, ein, 
der Biiromi^<-Formel gans abnlicber Ausdruck exi* 
siirt> aemlicb die Gleicban^^' • 

Welche ia deik binemisQbent Lehrsat2 ilbergehf^ 
"wenn man x bs o setzt^ d^nn sie giebt alsdaan 

\tie geborig^ 

Aus der Extstimt diesei^ Glescbim^ fur ralion^e 
Facnltaten Sistt sicb i^armmhm^ dn^s iie ttberbaapt 
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PSt hittiOfge FacitltStMi' g«H:e , wetl' di«r ficttltiMk. 

urelcfae-) .vrie bbea'b««i«rkt, nicbta (mde'rs '(in^i 
aU ein einzeloer besoaderer Fall- dttC'l^aciiitBteBM 
for Pait?i!t;at^?i aber 46r hiopmuphfi {j^Jwia^/^rk- 
lich;9 . 60 ;wie :er :f&r .g^^oxsah^ge ExponentM bf«! 

£9:pOQeat^ gilt. Es enutehl 4ie Fr^ig^^ p)i di«f«| 
F«rmiixAi4W richtig «ei. ;Za:^eilea wiridt ohne Wei* I 
tprps aagfaauutteny ]ila#8 dip Gteicbong (^ggr.) ffirj 
jedea beliebige |^ gelte ; iiM^. o^Af Qj|inr^i«. i^t die- 
868 ein Schluss vom Besondern anf das Allgemfinei ' 
lind der SaLtz ist dan a nicbt mehr ein Lehrsat^, 
8ondern wiUkUrUcJu Es wfire also zu bmusen^ dass' 
die Gleicbung (297.). ^ur /e^fw hdhtigi y gilt and; 
dieser Beweis, welcber einem all^emeinen Beweisel 
des binomischen LeUfi^tzes fi^ans ahnlicb ist» nar; 
diisa er sich atif einen allgememeren Fall beziebt, 
nag der erate.pegenataad der bevorstehenden Ua- 
tersuchungen sein. 

. ' ' ' ■ s • ' • 

« - ' - \ 
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Soil die Gleichung (297.) fiir jedes beliebige j 
gelten^ 80 muss sie nothwendig immer dieselbe, 
Fotm behalten. Man setse also die Forhi voVaus.. 
Die Frage Ist dann tuxr y . was a^s' den. CM^fiaentoi 
wird , wenn y nicht mehr eine ganz$ Zahl^ son* 
cfcrn wUlkurlich irgtnd €int andtrt Gr^fhe bt, Ob 
die Form .voraiifirge*ct«t . ? werden . kaan , "wird' 
. tick mlmn- bet der Untermichang der Cosfficienteii 



durch gei^dhnliehe Mitteh 

leigen \ denn lassen sich die Coeficicnten flir die 
irorausgesetzte Form allgemein finden^ 50 mu«« 
iDihweiidig auch die Form gelten. 

) Man seize also voraus, dass 

• c 

jit) WO anj^enommen wird , dass die Coefficienten 
Jiy^ By% Cy etc. nar allein Yom Exponenten y 
JiUi£ngen ; so besteht die Aufgabe darin ; zu fin- 
'dea, was diese, zu dem Exponenten j gehorige 
Coefficienten^y) Byy Cy . • * «, flir ein beliebi- 

itiy^ sind. 

I' 

* * • ■ 

L Man erhalt, wenn man in die Gleichnng 
(S650 welche die erste Grund*Bedingung^ der Fa- 
caltaten ist, k z=z % setzt, 

Iw, + xYCu^yx, +xy = (zi, +^7 (u+yx) (285.), 

idso, wenn man u -}- it statt u sctzt, 

Joo. (II + i, +5«)^* = <" + ^, 4-jc/(ii+fc+^*'). 

Man kann also, wenn man fur (u-f-i, -|-^)^ 
lie Reihe (C98. ) Toraussetzt, den Werth von 

i« -(- fe, + xy^^ Quf zwderld Art finden.: einmal, 
^ena man (" + ^ + x)^ mit u -^-k -|-^ x nmlti- 
licirt^ das anderemal, wcon man in den Ausdruck 

m (u -f- *5 4"^)^? J' 4" ^ ^^^^'^ y setzt. 



1 
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llr Ha* Erste ^eM 
. (II 4.*, + ;r)'*' a= («, + *)'' (a+ jfc ^^*) 

Oder " • - 

: (u +■ ji, 4* »)'*• =3- 

tBy(l.,t»/-*(*,t*)»(«t(yT»)*)t%(«»t«)''"'(«=.tx;*(*tfl»> 
'•♦.?.•• •••..••».••♦»_> 

Oder, w«il 

•' I a83u.289.> 

(*,+*)'(*+a*) =(*,+«)» etc. 



1 ^ 



UL Da« Andere j^iebt 

302i (« + *, 5C)^* StS 

DM baiden Ausdrttcke (Sox. ui^d Soft.) sind also 
einander gleicb. ' 






r 



I I 



i . 



^' II. 
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IV. Nim «iwl aber.io. ^iii^i^ ..Gleichi^g mif. 
rafidnalen Faouttatoa , oder FaototueU^il , die ^ ^ie 
die obige, durch Gleichietzang der Ausdrfti^e 

(299 und 3oo.) entffteht, die Goefficierilen der Facto- 

» 

riellen: mit einerlei* Expoiienten einand'er gleicb. 
Defnn man netze . £• B. eiiie deiohung von der 
Furm: ' . . 

3o5. P + eC*, + *)' + «.<fei+*)» +5.-(*,+^)».. .. 

das beiti^t, .von der Form : ' ' ' ' ' 

504. P + il.k+k,k.(.k + x} + S:k\\k + x).(k-i-sxi.,. 
= P + 9 • A + r .*•(* + *)+». fe. (*: + *) . (k +2*)...., 

outer der Bedingiiag^ dass sie, wie die obigc. fu^r 
jcden beliebigen Werth der darin Yorkommenden 
Grosgen gilt, so erbalt maa offenbar, fiir A = o» 

.;■.-: P = p. ' 

Lasst man die gleichen'Grossen P und p we^^ di'*- 
vidirt durch /: und setzt A =— jp ^ so erhiilit matt 

Lasst man die gleichen Glieder P-f-i^.fe nndp-jrjq^k 
weg, dividirt durcb fe.(t-f"*) ^*ld «etzt A=: — a*i 

80 erhalt man 

H = r, 

T!« 8. yr*7 so dass also in einer tjleichung, ivie die 
obige , die Coefiicienten der Facjtorielleu mit glei- 
[chen £xponent«n allemal einander/gleieh si^(^« ^ 

' V. Daraus folgt, dass wenn nun die Aiis- 
driicke (3oi und 3o2.) einatader gleipb gesetz^ wert. 

[12] 
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Entwickelung der Facultaten 



den J die Coeffidenten der Factoriellen (A, -f" ')'> 
(fc^ -|- *)*, (J, +«)• etc gleiche Werlhe habeoi 

welches 

By -f- ^y ^^ -^yfl 

Cy -{- ^y s= Cyfi etc. 
{^ebt. 

Diese Verhliltiiisse sind die nemlicben », weldie 
fiwischen Binomial-Coefficienten Statt finden, welchei 
•chon naber die Allgemeingiiltigkeit des voravsge- 
setsten AusdracLs (298O 2eigt. Indessen jLann mil 
dieselbe daratu noch nicht obne Weiteres schliesien* 

f 

1 

VI. Um dem Resaltate naber zn kommeii| 
•telle man anf einem andern Wege swei , ifarer 
Bedeutung nach iibcreinkommende, Gleichungen mit 
tXL bestimmenden Coefficienten, wie folgt, aii£ 
Man seize in ^2g8«) erstlich u -|- « statt u nnd 
aiweitens fc 4~ ^ ^^^t ky welcbes beides die nem- 
licbe Grossc (« + A + e, + x/ gicbt. 

VII. Das Erste giebt 
5o6. (ii+* + t,+x)3^= (II + «, + x/ > 

Oder, weil, eben Tcrmoge (agS*)? 

=(u.+»)^+^yC«^+»)''''-(*,+x)'+By(ii,+x)^-.(e+x)* 

(«+£, + x)^-* 



'}■ 



•••• 
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durch gewoknliche MiUel*, 

>yt^y(».t*)y"^«,t»)'tB,(»,t«)^-'(»,t*)»tc/«,t*)y-».c«,t»>».... 

tCy(fct=e;*[(»,t*3n...3 



• • 



der ersteAnsdrnck von (<<-|-A-(-e,-{-x)' iat. 
YIII. Das Andere giebt 



•••• 



1^ ist aber nicht allein bekannt, sondern es folgt. 
k 'incb aas den Gleichungen (3o5.)9 dass fiir Facto- 
' riellen, oder fiir rationale Facnltaten, das heisst, 
fBr Facoltaten mit ganzzahligtn Exponenten, die 
^ Cpefficienten des Aiudrucks (298) mit den Bino- 
^ Bial-Co^cienten ubereinLommen. Daraiu folgt 

i /(it«,+«)»=(*,t«)' t (',f »)* 

t|(kt*t*)«=(*,t»)»+a(fc.t»)'(»,t»)» t («.♦*)• 

r ({* t a«)* = (k, t *)• 1 3(k. 1 *)•(*. t») 1 3(4. t «) (*,t»)* t(«,t»)* 

'' eto. 

■ « 

Snbstitnirt man Diepes in (3o8.), so erhalt 



OMIII 



i8o 
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Erttwichelung der Facultaten 



< 

IX. Setzt man nun die beiden ^eichbedea-* 
tenden -AusdrUcke (807 und' 5to.) ^nander gletch, 
80 erhalt man (weil ^ied^rnm^ zu Folge (IV«), 
die Coeffidenten von Factoriellea mlt gleichen £x- 
ponenten elnaader gleich sind) und ^war mos -der 
zweiten Zeile in den beiden Ausdruck^n: 



III J^y Ay.x ^ 5Cyy 



.i = QSyy also By = f 4y.-<*y.,=: J4y(-<ir-0 (5^ 

also Cy S= I Ay*Bj,x^S \Ay. i^y.t* df4 

i 






etc 



welched dettHtcher %eigt , dass die FacaltSts-Gotfi* 

cientefi A^^ J3y, Cy etc. mit den BinoraiaU Coeft^ 

cienten gleiche Ei^enschaften haben.. Indessen la^- 

sen die Gleichungen (Sii.) nocb den ersien Coe£S- 

cieaten Ay uabestimmt. 

# 
X. Urn denselben allgemein and so, dass nir 

gend die Voraussetzung etner ganzen Zahl fill 

den Exponenten einfliesst, zu finden, kann mao; 

wie folgt, verfaliren. 



fl 

47. 11. 181 

durth gewohnliche ^litteU 

Man kann nemlich wiederum zwei vcrschic- 
dene, aber gleichbedeiitende Aasdriicke, z. B. fur 

(«+it, ^jc)^^ aufstellen, den eiuen mit Hillfe 
der allgemeinen Grand -Gleichun^ der Facultaten 
(283.) 9 den andern, indem man in den vorausge 
^•etsten Ansdruck (sgS.) 7 -{- z statt y setzt. Beide 
Ausdriicke werden die Coefficienten A^ By C . . . ., 
^wobl za den Ezponenten y und z^ aU zu dem 
Exponenten y-^z eutbalten. Setzt man sie einan- 
^cr gleich, so vrird man daraus Yerhaltnisse zwi- 
Mibeli diesen Coefficienten finden, aus Mrelchexi sich 
dann die gesnchte Eigenschaft des ersten CoefHcien- 

len A achliessen lasst. 

< 

XI. Das Erste giebt, vermoge der Grnnd- 
Gleicbnng (q83.), 

r 

Si2. (« + K + ^V^" = (li + *, + a;/ (li + ^ + yx, + xfy 

"Welches anzeigt , dass man (» + *, + ^Y crhalt, 

irenn maii (« + *, -f-ix)^ n:it (" + fe+y*, + «) 

iflUiltiplicirt. 

i... . .. 

Nan ist, nach der Voraussetznng'(2g8.}# 

5is. o^ + i^, + ^y^ 

^Msy+Ay(uy+xf'Kk,+xy+Byiu,+^^^^ 

Dieses giebt, wenn man u-j-y*^ statt u, oder, 
Was das Nemliehe ist, z< -}- (y — ^)oc statt u und 
I-}-* statt*, Oder w + (y— 2)x statt u und 
i^^x statt fc,. Oder u^-f-(y — 5)x; statt u und 
-f-' 5x statt k u. s. vf.y desgleichen z satt ysetst. 
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EntwicJtelung der FacultJUen 

Si4. (u + J'* + jfc, + *)» = («+ y*, +Tif)' 

(H + (y-i)x + A + *, + *)■ = (u + (y— I) *, + *)» 

+ ^. (" + (y -»)*, + «)■-* (*+ *, + «)• + -B«- 
(u + Cy— a> + * + 8*, +«;"=(« + (y— 2)5^, + »)■ 

+ >'.(«+ (y~«) », + »)"- a + 2 X, + iy + A-- 

Da in diesen Gleichungen die Theile linkerluuid 
identigch eine mid dieselbe Groiae {u-^rp^'^ky^if 
beseicbnen, so kann man fiir diese Gr{js«e nadi 
Willkiir einen der Ausdriicke rechterhand setMB. 

Za Folge der Gleichun^ (S>2.^ «>U die Grfot 

(u + A, + x)^ mit der Groise (M'\'7'^'{' K +^)* 
moltiplicirt werden , um (m -|- ^> "I" *) *» fi*^ 
den. Von (w -f- *^j + x)^ steht der entwickeita 

Ausdrack in (3i50- Von (u + y* "h '^ 4" *)* •^ 
hen die \erschiedenen , gleichbedeutendeB Am* i 
driicke in (31 4.)* Man multiplicire das erstc died 

(u,'\-' x)^ Yon (3i3.) mit dem usitn AusdrvLcke tob 
(ii+yx4.i, + x)» (3i4.), das sirarc Glied 

-'yCwj + ^^""'•(^ + x)' von (3i3.) mit dem zip»- 
leu Ausdrucke von (m + ^^c-I- fc, -|- ^)* (5*4*) » *»■ 
dritte Glied von (3x3.) mit dem dritten Awdriuto 
von (3i4.)9 Welches nichts anders ist. als ifOUi 
man alle Glieder von (3i3.) oder die ^ziikie 

(ji+*> + *)^ selbst, irie es sein soil, mit d«r, 
Gro^e ' (ii ^ yx 4. ik, -|. x)» multiplidrt , ao^ e^ 
^ halt man 
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dutch geiVdhnliche MitteL 

t JWI. ](«,+ xf . (u +7*, + «)-» = C«»+*)''*^' 

^ etc 

ist« (285.) « 

5l7. (u, + 86)'^ +i«. (a, + *)'^-\ (*, + *)' 

+ ^y (U, + *)^«-. (», + X)» + ^y iJ...« 

I 

Dieses ist das , was das erste Verfabren (X.) giebt« 

Xn. Das anderc Verfahren (X.), nemlich, 
; wenn man in (266.) / + x statt 7 seUt, giebt 

5»8. (u + *,+x)'^= - 

XIII. Die beiden Gleichungen (5x7 und 3i8.) 
kdnnen nnn einandcr gleicb gesetet wcrden. Es 
folgt 4arans, weU wiederum, vermoge (IV.) die 
Coefficienten zu gleichen Factoriellen yon * einan- 
der gleich sind. 
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X 

V 

Wo es nur auf die erste Gleicbung ankommt wefl 
liiir^ dier erste Coefficient ^ gesucht wird. ' 

XIV. Da nach der Voraussetzung die CoeA* 
cienten 4y^ A^.^ so wie audi die ubrigen J5y, ft 
etc. nur von den Etpoiieriten yft. killein abhanjen, ' 
so kann man ^y, A^, ^yfz" dorob //, fz xai 
/(y + «) bezeichneti. .Die /erjte Gieiobung ia i 

(3 J 9.) lasst sicb also durch 1 

• 1 

320. /y+/z=:/(y +x) • 

ausdriicken, woraus die durch,/ latijedetttete Ab- 
hangigkeitsrForm jjesucht wcrden muss. 

t Dieses kann ganz allgemein, wie ia ($. 10., 
yilL) od«9 >vie in ($. 32.; I.) iftscheben nnd mau, I 

findet, dass /y, oder I 

I 
. r 321. ^y ss ny 

i«t, wo n gine Grcisse bedeutet, die auch nidit 
mehr von y abhangt, und folglich nur noch dm 
absolute Zahl sein iann , welche fiir jedes be- i 
liehige y, so wie! fiif jeden beliebigen VNTerth der ; 
iibfigen GrSwCn, immer die nemUohe bleibt. 

XV. Au» dieser Eigenscbaft der GrosscV ist ^ 
es Icfcht, sie zu jBadcn. - Denn, setat m^n z. B. in 

den :<rorau«ge«ieUten Ausdrack (298.) jf = 1, so 
erbalt maa 

322. («+*>+*)' =(w,+;ry 4. (*,4.*)^ 



J 




1 
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ft w 

daher ist in diesem Falle 

ft 

mithin ny == i, .oder, well 7=1 war^ qllgmidnz 

/I = 1. 
Ef ist alio o^genifiin . . ^ 

3fi5. y^y =2 y. 

XVI. 86l^t maiK Dieses in die Qeichangeo 
(^1.), 40 fiodet.man welter: 

024, ZJy -J , ty J 3 • •)! 

I * ' ■ 

I 

; lvorai/5 /b/g^, cfdss dit Coefficknten Ayy Byy Cy dc, 
[ wirkUchy fur jeiies beliebigt y^ mk den Binomial -- Coejfi^ 
I dentm fur dksth, nmdictien Exponenttn voUkomnim 
\ UtTiinstininUn. 



XVJL der far den Fall ganszabli^er Sxpo- 
I aenten, oder fUr Factoriellen bekannte, dem bino- 
r iBischen Satoe gsLuz ahnlicbe ;Ausdruck (297.) gilt 
i lito wirklich ganz allgemdn ,ffir jeden btUAigm 
Xf ponenten $ das heisst , es ist f&r jede beliebige 
lacuItKt, der £:i(ponent j sei -wm m^n -vrill, 

5a6. (u-4-*,+«)r s= (u,+aOT 



— ^— («, +*f "* . (*,+<»)• 



etc. ..;>;•... 



•~N 



2.3 



N. 



•n 



»86 



II* 



4S. 



Entwickelung der FacuUdten 



/ 1 



Dieser Bewcis de$ Satses (525.) ist j^at «Il. ,; 

' gemein nnd ^trenge^ denn e» kommt dariii nir- ! 
gend die Bedingong vort dass der Werth deft Ex- | 

I ponenten y. aaf eiae g^aaze Zahl , oder sonst «tf ; 
^ eine befttimmte' Zahl . bei chrSnkt sei. Aiese ire- ; 
tentliche Bedingang fUr FaeubMten , die su deoen i 
fftr factoridlen hinEiikoniint» kt daber {^enau erfftOC : 
wordep and folglich gilt der Sato wirklich allge- { 
rnein* Maa siebt aber • dass «icb die Aosdehniuig ; 
dieses SaUes von ganszabligen aixf beliebige Expo- 
ncinteiiF keinesyregea von aelbst ergtebt^ sondem 
dass dazof vrenigstens mit den gewohnlichen Hnlfi- 
mitteln^ mehrere Rechnungen and Schliisse noth- 
wendig sind* Die Aosdehnung der Satze von Facto- ^ 
riellen oder rationalen Facultaten attf beliebige Fa- 
Goltaten gescbieht also keinesweges eben so will- ; 
kikrlichf wie man Abb GruntL- Aiadrack% der XSgrn- 
9ckafi€n dieser beiden Arten von Grossen-Viirr i 
biadongen von der einen anf die andere bezog. * 
XKit der Ausdebnong der Eigenschaften der Facto- 
riellen von diesen aof FacnltMten ist noc^ keines- ; 
vreges die Aasdebnnag der Ussa/iralc von der einen ' 
Art von Orossen anf die andei)^ verbnnden. Ma^ sieht 1 
Bonmehr sohon an einern Beispiele deutlich^ was in ; 

i 

( $• 44. ) gesagt wnrde , dass l^einesweges irgend [ 
eine Wilikur bei den allgemeinen Reanltaten fiir 
Facultaten Statt findet, and dass die SchWierigkei^ 
"doroh die %viUkiirliche Ausdebnung der Grand- 
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durch gew&hnlicho Mitteh 



le? 



I ' 



r 



li^nschaften der Factoriellen aiif FacnltSteny auch 
nocb keinesweges gehobeof sondem nar toxi der 
Tielleicfti unanflSsIichen Aafj^abe^ die E^calt&Cen 
ab Factorielteflr« oder all Producte von Factorm aus- 
sndriickeoy aaf die Entpricktlung dieeer Grdtsea ver- 
ier i^t^ Wobia sie gebiirt and wo sie^ wie many 
Ireni^tens in dem vorstehendeii Beiapiele siehty 
allerdings fUr jeden beliebigen Wertb dea* Expo- 
nenten iiberwiindeii Srerden kann. 



t ' 



49. 

Aus dem nanmebr ganz allgemein beMriesenen 
UnenuMchen Satx^ filr FacuUdten (325.) lasst sich auck * 
lelcht der Ansdruck der ersten Ableitung einer be- 
liebigea Facultat y nach der Basis genommen f fin- 
dea* Der allgemeinen Theorie und Bedentong der 
Ableitongen za Folgey ist xxemlich die erste Ablei* 

tang der Facaltat (u^ -|~ ^)^ > nach der Basis u ge- 

d ' 

nommenf also die Grdsse — - (jUf 4- 0;)^ nichts aa- 

i* _ 

» * 

dersy * als der Wertb der Grosse 

k 



Setst man bierin,' aus dem. allgemeinen Aos* 
drucke (325.) den Wertli der Grosse (u-j-A,-}-^)^* 
oder Tielmebr den Worth der Grosse {u^i^^xf- 
— («'f+*0^» •© erWli man: 



\ 

• 
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Entwie^elung der Faculti^n 



!(«,+*)' = 



^•y— 1 ^ •. 



■ k 

{fir A = o. Nmn ist 



I fe "" ik ~ 



(K±x)i ^ *CthO.(i±£i)^ (^_,.,)(^+^j ,j,. 



also fat 



i<«,+*)ya= 



y(«,t«r't^'(«st*)''".(kt')t2::^2:^^ 



2 v-*-/ — -'■ 2.3 



etc> f&r i SS3 o. SeUt man daher wirklich k saot 
•o erhalt man , , ■ 

326. — («,+«/ = 

iffelcbes der, fiir jeden beliebigen Werth des Ex- 
ponenten y> geltende Ausdruc^k der ersten Ablei- 

tung der Facultat (i/^ -|- xY ^ nach der Basis u ge- 
nommen, ist* 

Dar binomiscfae Sals far FacultSten (5p.}/ist 
aber nocb k^ine voUstandige Entwickeiang dieicr 



r 
/ 
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; diarch gewdhnlUhe Mibtel, 

\ .■ . . . 

: Art van Grossen zn nednen, 'nacn welcher dieseU 

^ ben 9 fur bestimmte Werthe der Elem^te, in.Zafai- 
ten berechnet werden konnten, -^eil der Ausdrack 
selhst ^ noch unentwickelte Facultaten eiithalt^ de- 
ren Zabtenwcrthe noch nicht bekannf; sind. Der 
binomiache Sats (3fi5.) i«t vieknehr nar eia^ die 

, TollstHndige Entwick^lung vorbereitender Ausdrack 
and es ist nocli eia Ai^drack der Facnltaten no- 
thig, der i^nr noch gewobnKche Grosaen-lp'ormeny 
As Sammen, Differenzen, Producte, Oaotienten 
und Potestaten enthalt. 

Wir -wollen auch noch diege Entwickelang^ anf 
dem bisherigen We^e geben y um zu zei^en , dass 
Ae ebenfalls n^it den gewobnlichen Hixlfsmlttelii^ 
in der grossten AUgemeinheit, aus den drei Grund- 
Gleichungen der Facultaten (285, 284 und 285.) 
fLTU welchen auch allein der binomische Satz (297'.) 

. bewieseri wurde, wenigstens moglich ist. Nach- 
dem aber dieses geschehen, wellen wir den bisbe- 
ri^en Weg yerlassen und zuvor einen allgemei- 
neren Ansdruck aufstellen, welcher, -wie sich zei- 
gen wird, die Schwierigkeit der loitwiokeluiigen 
an der Wurzel hebt und durch welchen die bier 
vorkommenden Rechnungen, so wie auch noch an- 
dere» eine Einfachbeit und Klarbeit erlangen, 
welcbe Nichls zu wiirischen ubrig lasdt. 

I. Durch die Cleichung (290.) kann jcde Fa- 
cullat auf eine andere gebracht werdcn , deren Ba- 
sis I ist. Es i^t also nur nothig, 'eine Facultat 
Ton der Form ' ". " . " ' ' 



} 



1. 



EntwicJielung der FacuUaten 

527. (1, + *7 

in gewohnlicbe' Grossen - Formen en entwicleh. 

II. Zu Folge dcr Gleichung (289.) i«t, wean 
man u = 1 und ft = i setzt, 

528. (i, + «7"'*=(»»+5^.(i+9^, + «)^=U+*,+*)'> 
weil (1, + *)* = U (288.). 

III. Nach dem allgemeinea binomischen Fi- 
cultaten-Satze (3fi5.) ist , wenn man darin u ss 1 
und ^ = ^ setzty 

329. ^ (i+^, + «/ == 

also , %Vl Folge dcr Gleichung (328.), 
33q. (1, + )^^^' = 

rV. Man seize 

53i. (i,+:s7=i+«j'+/?y.(y-0+y-j'.(y-0*Cy-ft)-' 

'1 

wo die unbelannten Coeffioienten 9iy fi^ y • • • •} ' 
' von welchen vorausgesetzt wird, das* aie kein y j 
mebr enthalten, zu sucben sind. Ob die Form der | 
vorausgesetzten Reihe Statt finde , wird das Besnl- 
tat der Entmckelung zeigen. Ftndet man fiir «, fi 
y . . . . Werthe^ die wirkHch kein y nuhr «nifciifc«n, 
so i$t dk angenomment Form mbgUch. Das ^P^ 
Glied der Reihe (33 1.) muss nothwendig t aeiB, 

weil (ij + x)^ s= 1 ist, fur ^ =5 o (295.). > 






.1 



dirrch gew^knliche Mihtel. 

T. Die Gleichung (33 lO giebt^ wean man, 
der Reihe nach , ^—ri^J' — a, y — 3 etc. , desjplei- 
chen soletot y -|- ^ ^^^ > aetst^ 

I + « . (y-3) + /J.Cy-5).(jMi>+y.(7-3>.(y-4).0;-5) 



538. 



'*••• 
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I 

\ 



YI. . Setst'man diese Ausdriicke, nebst dem- 
jeni^en <33i.) in die GleichuQ^ (33o.)9 «o erh£lt 
man , Wl (x, + x)» = x » (x, + x)* = 2x\ 
(t, -|-x)* =: 2.3x' etc. i»t, 

i+«.(yti)t/J- (rtO-y.ff .Cyt»>Xr-0 1*. (yti5y.Cy->>Cr2)« 

«t«> t/?-/.Cr-0 ty-r.O'-0.(>-2)f*.yO'-0 • C>'-«).(y-3).... 

t X I> foy.O'-O +MCy-0(J'-3)t/J'-(v-0-0'-2)-(r'5)....j[- 

t^'ty-t^-O t«J'.(r-i)0^fi)t/?;--(/-O-(y-2)-0'-s)"-] 
t»»I>.(y-i)-(y-2)to.^.(y-i)-0'-2)-(v-3)....] 

tx*l>.(y-»)-(y-2)-Cy-3)....] 



!•••• 



/ 



VI. Man Btize in dieae Gleichonf^^SSSO^sssc^y 
so erhalt man i 4* a s i , alao 

Han seue y s= i, so erhalt man \ -^ Qwir 2fi 

336. /J 



- Ix 



k 



\ 



s. 



Entwickelung der Facult^en 

=:i4-2a+fl/J4-2x-|-2x«+2x%oder5.ay = 3x', < 

also 

536. y =r I x». 

Man setze y = S^ so erhalt man 
I + 4a +4.3/y + 4.3.ay + 4.3.2* = i + 3 «c + 3 . 2 ^J + 5.2.f 

+ 3x + 3.2ax + S-J^ 
+ 5.2x*+5.2ox 

+ S.2X', 

welches 

337. *z=|.x» 4- Jx» 

« 

giebt. Man lindet ferner 

338. B = Jx' +|x* 
etc. 

VII. Die Ansdriicke aller dieser Co^ifieienten, 
und, ivie leicht zu sehen^ aller iibri^en^ entlialtea 
kein y, foJgUch ist die filr die Giifssen (if+x/ 
(33i.) vorausgesetzte Form mogUclu 

VIII. Substitoirt man nun die g^efundeiratt i 
Werthe der Coefficienten a, fif y ^ • • • in dxk 
Ansdrnck (33i*)f so erhalt man 
539. (i,+x)y=i +ix.y(y.i) + |r*.y.(y-l>(y-2) 

+ (ix«+|x3)y.(y.l).(y.2).(y.3) 

+ a^' +ix*)y.(y-i).(y-2).(y-3).(y-4>... 

Man konnte auch ans dem Gesetze, nach welchesi 

die Werthe der Coefficienten gefnnden werden, deft 

Ansdrnck eines unbestimmten nten Coefficienten 

finden ; allein wir >vollen uns dabei nicht anfhal- 

ten, weil man dieses alles weiier unten ^eit leidi* 

ter findet. 

IX. 



I 

\ 
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Entwickelung der Facultaten eta. 



DL Da (j, 4- ^. u^ s= (ii,+x)^i«t, (Gld- 
i^liaiig tgoOy so erhMlt inan» wenn man in den 
Ausdruck (SSg.) — statt z setot und mit u'^ multi- 



u 

pliclrt. 



"*" * \,a» ■*■ u» ^ a. 5.4 

+ 4 /^^ + 6^*^ y.(y-0(y-g)'(y-5My-4) x 
\ii» •* u*y 2.5.4.5 "*y 



51. 

Dieses ist der allgemeine Ausdruck einer be- 
Uebigen Facultat (t/, -|- x)^ durch die drei Grossen 
Uy X, y, von welchen sie abhangt. Die Entwieke- 
inng ist an keine Bedingung fiii: die Grossen Uf x, 
y gebunden und gilt also fUr jtden belitbigen fVerth 
dor Ba»iSf der Differ enz und des JExponmtuif gan£ 
allgemein. Die .Reihe convergirt urn so starker» 
je kleiner x gegen u ist$ denn die Binomial*Coe£- 
fidenten y, iliZZli), Y^Cy ' O'Cy-a) ^ ^^^ 

«anntlich ». wenigstens von einem gewissen 2UeIe. 
an, immer ab,. 

Nimmt man von dem entwickelten Ausdrucke 
(54o.}.die ersten Ableitungen nach u^ nach x und 
nach jj so erhalt man auch ohne Schwierigkeit 
lie ersten Mlatuhgea einer. beliebigen Facult&t 

Ci3] , 



y 



AllgBm. EntwicJselungs^AusdrucL 



(ii , -f- x)^ nach 4er Baais, nacb der Differens aqd 
nach dem Exponenten. 

Allgemein^ter Entwickclungs - AusdrUci. 

Wir woUeo indessen jetot nicht weitertfort- 
fahren . die Ausdriicke fur Facaltaten auf dem bis- 
berig^n Wege %n aachen, ^oiidem vielmehr.i&u- 
vorderst den oben angekiindigten allgemeineren 
Sate aufstellen, welcher die Rechnungen abkiirzt, 
und durch welchen aie «ine grossere Einfachheit 
und Klarheit erhalten. 

Dieser Sate besteht in ein^m allgem^ii^eren, ios- 
besonderelsur Entwickelungp beliebiger, abhangiger 

Grossen geschickten Aosdmcke, von der Art, djsr 

• • . ^^ 

man den Taylorschen Satz als einen dnzdnen, btsondtm 
Full desselben betrachten kanru 

Die Betrachtongen , durch welche man, daranf 
geleitet wird^ sind sehr einfach* 

Die Taylorsche Reihe nemlich setzt ' voraus, 
dass £. B. die Groase jx , vf^nn man x -{^ A statt 
K setetf in einea Ausdruck yon der Form 

/(« + *) =sp + *j + t»r + jk»« ... ♦ 
iibei^ehe, in welchem f, 9, r, s .. ... kein k tnehr 
enthalten. Nach dieser VoraussetKang ut d«r 
Wertb vea p gifich /(« + *) fdr A ss o« also 



''**»*' «P«tf»pii« %^a.»«- 



_ zsr 'cs 



All genu EntivickelungS'Amdruch, 

I 

teriier ist der Weijh yon j, ' / 

* — ' .t. — ~^ fiir * = 0. 

p9t m»B , der sitdividtwUen B««iliaffenheit d«r 
;Gro«se /x gewMss, .d«» Werth uroa ? fefaiulen» 
! <o ist der W«irth TOO r, 

Dieses Verfahreii, die Gi'ossen IP, 9, r ♦ . . . 

TO findec, wird dadurch ausfuhrbar^ dass man, 

Jiachdem allemal das Glied ohne k aui die lioke 

j Seitc gebracht worden , durch die Division mil k 

imincr wilder ein Glied Yon * ggnzlich entbloss^ 

\mxA die ilbrigen Giieder sammtliGh jfc znm Factor 

rbehalten • und also far fc == o samintUch ycrschwin^ 

den, so. dass man, weun man fe s;= o sel^, jedes- 

»al das von' k befreiie Glied findet. 

- £s ist aber leicht, ea sehen , dass bei ^diesem 
Verfahren Iieinesweges, weder k noAwetidig unr 
in Potestdieh vorkommen darf , aoch dass gerada im^ 
mer nur Null derjtidgt JTtrth von k ist, flir wcichen 
«Ue Gliedep, die noch k enthalt'en^ verschvrinden. 
Dafl Verfahren findet vielmehr auch fiir jede an- 
^re belieUge Form von k Statt, wenn sit nur 
^oa der Art ist, dass sich, erstlich, attemd tin Glied 
•wi kgdntRch befreien Idsst y und dass^ zweitens^ idle 
^rigen GHtder^ die noch k enthalten^ /ik' kgend einen 
^mh von k p der aber nicht aussMiessUch gtrdde Null 



\ * 
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Allgem^ EntwicRelungS'Jusdntck* 

$dn darfy vtndvrimlet. Mao fc.diii^ s. Bt gaos alt 
g€nieiii 

vMer der Bediiig;ting^ voraiiMetoeA ^ dast |r, f , r* 
...... Oi!<»ss«ii aiiidy die keio Jk, uad jj^, jB, 5..m 

GrSs^n^ die keia x mehr enlballeo. Habea alii 
diese Gresaen ii«r die lAgensdiafty dass s. B. fiir 
tgmd dntn Werth von ky wena derselbe auch 
nicht Null ist, alle GroMea i2» H^ iS • • « • sa- 
j^leicb verschmnden, «o erbalt «uan ' 

1 

fiobald man in /(x 4* i) jeneh biBSondern Werth 
Ton k statt k setzt ferner findet man ^ aoi, 

/(x 4- k) —p J. 10 >. AS 

■ ^v^ ■ ' fi= ?, wenn die Gronen ^7^9 



n . 



Q-C* 



• • • 



s^bstitniren n, s« w* 



did Eig^en^chaft haben^ dpsa sie fair irgend ibuiiy 
viellcScht wieder einen nniern Wevth von k, irie- 
denim alle zngleich Terachwinden. Denn mian darf 
aladann nUr dieaen beaondern Werth • von 'k in 
/ (X -I- t)~p 

Die Entiirickelnng von /(x«-(-i^) in eine Reihe 
in welcher die Groaaen x und k von einander a 
geaondert aitid , iat alao keineawegea an die Fo\ 
dea Taylorachen Satzea gebandeo^ aondern a 
mannigfacbef Ja unendUch verschiedene Arten mo^-l 
lich. Sie wird durch Nichta beschrankt, Weil man, 
aobald man nnr beatimmte Anadrficke fUr die Groa- 
^^^ Pf 9y r . . . . findet 9. die, der Voraoaaetsan^ 



.53 
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Aligem. Entwickelungs^Aus^ucH^ 

^emSsj , kein k entbaftei , nnd mnst richtig ge« 
rechmt hat^ unbdtmklfch einen richtigea Aus- 
drack bekomm'eil musg. Sie beruht iibrlgens im-- 
mer bIo«s * auf die einfachaten Operatiohen 'der 
Biidist&b«ii*R«chfaimg. und hat^ wmh ^cbt Null 
det Werth xon k ist» darcb welcbta^ vri« bei«»i 
Taylorscben SaUe , die Berecfanung^ der Gr^s^en . 
Ip, ^9 r. • . • gescliieht, aogar niicb vOr diesem 
den Vorzxig , dass sie nicbt auf unbestimmte Aua- 

dracke van der Form — JEiihrt, was beim Taylor- 

o . ' 

schen Satire der Fkll ist, und was, wen« ptwa der 
Erfinder der Infinitesimal -Rechriung, allgemein mit 
; iBnctioneB operirte , die Verantassnng su der un« 
^ gliieklichen und wunderlichen Idee dea Uaendlich- f 
Kleinen und der seltsdmen NuUen^ deren eine im- 
mer kleiner , ja selbst vielleicbt wieder Null ge- 
gea die atidere NuQ sein soU^ gewesen sein kann. 

Es lassen sich alsoy wenn man weiter keine 
Bedingupg fiir die Entwickelung machty unzahlige 
Formen der Entwickelung von /(^ -4^ ^) voraus- 
tctsen.. Hingegea wird die Wabl.etwas naherbe- 
ilipuat, wenn man etwa noob dieBedinguugmacht, 
Awf die Qresstn p, q, r^ s . . . •'^m *(54i.)> ^^^ *«w* 
Tojlorschm Satziy aUe durch dntrhi Operation aus 
nnander soHeh.gefunden werdm kdnnen^ welches eben 
diejenige Eigenschaft dieses ^cb^nen Satzes ist, die 
demselben den ihm eigenthdmlichen hohen Grad 
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Jllg0m» EntwiekeluttgJhAitsdrmk* 

\fin Wi<^hiigk«it giebt^ tmd wejf^he flm zur Bftiii 
eia^r g^am&en weitlauftigiBQ Wi«3«nAchaft, der so- 
gepanaten DifferenUalr » Int«(ral- iiii4 Yariatianiit/ 

Eine liebr einfache Form , if«lolio dieae BediA* 
gtnig, «ivie fiob ao^Ieicb i^eigeo ^wirdy erfKUti i0t 
folgendo: . 

wo e irgend eine willkiirliche Grosse bedeutet and 1 
\orati8gesetzt wird, dass die Gros^en j^, -^y r, s\,.,' 
km k mtbTf sondern nur nocb ;b, und ixielleu^' 
nocb « eothaltea sollen, 

L Dieser JVusdruck giebt (lemlicb^ yfrtun mm 
Je s= o 89lst| 

Feroer. 






al50 



Fernet 






2«, 



also 



Oder 



» i .1 — ^ ^ ■' ■ =^ r fur i^ 






Ferner 
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Allgem* Entiimckelwtgs-Amdntck* 

ilsu 
>dcr . 

ft* •• w. ^ so dasB alle 4ie Grossen p, y, r, 5 • . • . 
wrirklich kein i enthalten. 

Man erhalt also 
345. f&c+ik)=: 

IL Das Fortschreitungs - Gesetz dieses Aus- 
dracks fallt in die Augen. Die Zahlen- Coefficient 

ten in den facto ren zu — , , , —— — r— -•••• 

find diejenigen der Binomial-Coefficiesten von Po^ 
tettaten, deren Exponenten den Zahlen der Factor 
wn k(A — s).(*— 2«) . • . , gleich sind» welche Zah- ^ 
ka ako nur gaaze Zahlen sein konnen. Nimint 
man daher den binomiscben Lebrsato fiir genu po^ 
^Uvt Exponenten als bewiesen an, welcbes a^^ 
geht, weil der Beweis durch blosse Moltiplioatio- 
^tn and Vergleicbungen, oder durch blosse Bucb- 
•taben-Rechnung. mdglicb ist, so kann man den 
Ausdmck (543.) ml jeirum allgemunm ClUdi, wie 
^^%ty voraussetsen: 



j20O II* 53^ 

• 'I 

%^ 

Mlgem^ EntwickeluHgs^Auadruckt 

344. ,f(*+*) =s 

+ — i^--V(sc+(m-a)e).... 

wo aber das allgemeino died nicht etwa daa letste 

der Reihe ist^. w^lche yielmehr ohne Ende fort« 

» 

laafen kann. 

III. £s kommt nun daradf an, ku beweUen^ 
dasa das vorausgesetzte attgemdn$ OlUd das rich- 
tlge sei. 1st dieses bewiesen,^ so [ist der ganse 
^^ Ausdruck g^rechtfertigt* 

Die Form der fur /(* + *) ^^ (54*0 Toraua* 
^^setsten Grosse p ^^ ^9 *f* ^ • (fc— «)r .... ist 
ilaf die Bedingnng berei^net, dass fUr il = o aMe 
^lieder, audser dem ersten p; flir i s= e aUe Glto- 
der, ausser den beiden ersten P'^kj^ for kss%B 
«lle Glieder, aosser den drei ersten p-l-^4^"!* ^ iCk*^)^ 
fl. s. w« verschwinden soUen. Diese Be^ngnug 
ist PorausB^zun^y &n$ welcher, nnd £war auswel- 
^ber atldn^ verbanden mit der Bedingung, dass die 
nicht verschwindenden GHeder idlemal^ etasammen 
gleich /(jc-f*&) sein soUen , die GrSasen pf^it 
r . , i » gefoodeir w«rd«a mttssen. 
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Allgem, Entwickeluings^Amdrihch 

, ISfB finden daiber folgende Gleiobaii^eii' Statt; ' 
546. fx ss: p ^1 

fOr-fse) ±s'p 4. 2€9 «f 2e^r 



. • . . + in.(m-i).(m~ft)».Mi«™;& 
vo m immer eiae ganse ZaU ist. . % 

Werden nun, af/e die«e Gleichungen von dem 
\ Aoadrucke (344.) -wirklich erfdllt, so ist der Aua* 
drnck der rlchti^ef denn er erfullt aladann alle 
BediBgangen ^ welche fiir iba voraasgesdtzt worden* 

IV. Nuu «iod alle Gleichungen (345.) in der 
letsten unter ibnen einschliesslich enthalten; denn 
man darf nur der Zahl m, der Eeihe nach^ die 
Werthe x/d, S • • • • bis m geben, so erbSlt man 
idle iibrige'Gleicbnngen. Man darf daber nar in 
(S44.) & =5 me seUen, wo m eine beliebige ganse 
ZabI isi« Wird die Gleicbnn^ fiir diesen Werth 
Ton k erfiillt, so gilt sie allgemein* 

y. Erstlicb ist leicbt en seben, dass der Ans- 
dmck (344.) unter der Voranssetznng k ^sa m^j 
vo m eine ganze Zabl ist, allemal abbricbt^ denn 

der Factor des m+ ^ten Gkedes ^-^^ — a ' f ^ Cm+i 

and alle folgenden^ sind Null. Ferner siebt man, 
dass die Grosse fx in attm GUedern, die Grosse 
/(»*f^s) in alien Gliedern ausser dem ersten, die 
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9 



'• ^ 



202 • UL " **• 

Grteae /(^ -H ^^) ^ alien. GUedern atisaer den ' 
swei ersten u* s. w. » die Grosse /(^c-^me) ajber \ 
nur in dem letzten Gliede allein vorkgnunt* Maa j 
kann also den Aosdruck (3440i weno^ m 44ne |paQM 
positive Zabl ist^* wie bAigi^ adireib^. ^ 

346. /(*+As=s^ . . 

"f: L.T a«* , .a. 3 ft*. "**- 2.3»./ni 






fc.(*-«).C*-fie)^, 
a 



ft. 5 "" 2.3....m 



3 4 



1.3 



3 • ^ •*•• f 



, TO,(m-.i).(in.2) (i-£)....(fe-(m-i>l 






2. 3. ...me" 

YI^ Setot man hierin wirklich fc = mii^ sa 
erbalt man 

«z A- • ^ r^r . '»-('»-0, m,(m-i).(m-a) m.(m-l )....< 

347* /C«+n»0 ==/»| 1-^+ ^r ■■ - . " ' " ■' . .t.T' '■ ■ 

m-t)(in*2) (m-i).(m-2).(m-5) (m-i.),ffii-3)..J 

a a«3 -^ s.3,...(Bi^0' 

(tii-ft).(m.3) (>|»-a).(»i«-3).(iii.4) (m-2).(m-3).»] 



ttn^5Qt«)[»-(m-i)t- 



m.m-t 



J^wta*)ri-{m.i)t 



a. 3 



• •••X 



ihlll p 



2.3«.M(ni-ft)i 



« I 



\' VII. Nun iat »aeh dem binomischen LebrftaU^ 
rtlgemein fur jede beliebige %awjt ZaSl in. 



' 1 



•_ J 
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348 






/ • 



t • 






also, wenn man s =3 f— i setstf 
desgleicheoywennnian bierio m^i^m-a etc. stall m«etet, 

/ xm.i / . ,w.(m.i) (m-i),(ni-a).(m.3) (m.i).(m-a)..4,i 
(l-l)"» »= 0=: i.(w-i)t ; -— — .*.+ --^— -- 

. (m-^).(in.3) (m*2).(m-5).{m.4) (in.d).(m.§).., t 



(M) 



etc. 



?.5 



d«3M..(ia-a} 



yill. Die Theile rechterfaand in diesen ijlei-.* 
changeo (349.) Mod geoan^ den (Joefficienten %n, 

/x, m/(jp + 0* ^^^^~/(^4-fl«). ..• in (347.) 



gleich; also sind alle Glieder rcchterhand in (347O. 
bis auf das einzige letzte /(•v-4*^«)# gleic^ NuUj 
mithin reducirt sich die Gleichung (347*)} fiir jedes 
beliebige ganzzahlige m, auf die ideniische, und 
fplgUch nnbedingt ricbtige Gleichang; 

nnd folglicb erfiiUt der Ansdruck (344.) » init dem 
r darin vorausgesetzten allgemeinen Gliede ^ dU% 
Bedinguogen , welcbeu er nach der Yoraussetzung 
nuteirworfen ist, and folglich ist er dUgmuin der 
richtige. 

'IX. Dafii Verfahren^ ein allgemeines Glied aol; 
I welches* man durch Induction kam» wrammuitm^ 



'» 



fio4 ^^ St* 

Aligem* EntwichBiirngs-Ausdruch, 

I ; 

isl ftbrigl^iis der an«l3^8c1ien Methode nieht enU 

d • • • 

geg^n. Sie findet ihre Resaltate in der Regel. 
niehii direct^' welches mehr der synthetuGlien Me.* 
thode eigeo i»t Sie macht Voraossetoangen and 
rechtfertigt sie*) 

* . . . ■ 

^ • * • , 

Hier ist nun sdT^rderst FolgendeB zd bemerken* 

Da man nemlich bei dem auf das allgemeine. 
6^ed von (344.) sich beziehenden Beweise, anneh- 
men muss, dass it ein gofiziahliges Vielfache von e b^, 
BO ficheint es beim ersten Anblicke, iass aucb die 
€rleiclinng (344.) aucb nur dann Statt finde, wena 
i ein solches gattzzahHges Vielfache Von « ist. Diese 
Beacbranhun^ wurde sehr vichtig sein y . denn sie 
wiirde der Gleichung (344«) obgleich s immer noch 
eonst willkiirlich bleibt, ihre allgemeine Gulti^keit 
benehmen. Die Beschrankang findet aber kdnes- 
weges Statt. 

_ I 

Es worde nemlich als j5ed!tii£fiiii^ voraosgesetst^ 
dass in dem Ausdmcke (342*) 

» 
in welchen man, im Anfan^e des vorigen AbsAtees^ 

die Grosse f(x'\'k) am entwickeln sicb vorseUte^ 

die Grossen py q^ r^ s ^ . . d tda k enthatign^ oder 

von k auf hunt Wdst abhdngen pollen. Ob solches 

mdglich'sei, konnte man varher nicht .wissea* 

Die Entwickelnng selbst musst'e erst seigen, ob 
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Allgenu Enlwiehelmngt^Ausdruck. 



die Bedingnng erfiillt werden kSnne , oder nicht. 
Konnte sie nicht erfiillt werden , so war anch die 
(iBse Entwickelang in .der vorausj^aetsten Form 
nicht m6'glich. 

Wie die Gleichung (344) nnd die Herleitan- 
gen, anf welche sie bemht, ^eigen, ist aber die 
Bedingong su erfOlIen moglich. Die Werthe dar 
Grfissen tj^9^y^*^*^ enthalten wirklich kein 
fcy sondem nur x nnd.s, und sind also von k 
allerdings yfillig nnabhangig ; also war anch die 
Toransgesetzte Form (Sis*) stalthaft. 

Nun erinnere man rich, doss in dem vorausguitz^ 
itn Ausdruclt 

'^ •/(:f + *)=p + A.s + fe.(]t-s)r + fc.(»-s)(i-.as)s,,,; 

& drd Grossen x^ k und e gUnzHch von rinander unm 

; AhAnpg sind. Man kann^ wmn man mU, k allein als 

VirUndirlich und x und e als btrfdndige Grdssen httrach" 

tuu JDaraus folgt, dass die Grossen p, q^ r^ s . . , . 

gor nidit von k abhangen und sith /oJgUch mit k zuglrich 

nfdit verundem^ denn sie enthalten gar kein Ic, sondem 

nur X und «, und sind also gfgen k Constanten. Der 

fPenh der Grffssen Pyq^r^s..,. bleibt also a/i* 

^Undtrt immer einer und derselbe, k mag sein, was 

t vnan mil. Finda man daher die Werthe dieser Grossen 

c f'*'' irgend tin en beliebigen Werth von k^ so gelten sie 

[. ttucA nothwtndig filr alle Ubrigen J^Vertht 

; ^on t^ weU die Grdssen ft j, r, j . . • . gar nicht von 

' fc abhangen. Die IVerthe von p, q^ r y s . . . . ivur- 

^^n nun wirklich filr iinzelne Werthe von k gefunden. 
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ss 
Mlgem, EntwtchelungS'-Amdrudi, 

u^nikk /fir i j^«ip/i « , jr/e£cA d^, ;McA 3 e tte. Din 
fVettht gtlitn also auch JjUr alk tibHgen PFtrtit^ von 
k und fo^kh ganz ailgandn^ ohm imts eikgrnd noth- 
fvendig warty dass k ein ganzzahliges Fidfacht von 9 in, 
yitlmehr ist das Ftrhiltniss zmschen ' k und e fSriTMdi 
wiUkUfUdi und dk Gltichung (S44w) gttf, k und e^fm 
X 9, mogm gegtn einandtr sdn j was man wW^ idgjAm^ 
adu'y iratisctndente oifer unmcfgUche Grosun. 

Dieser tlmstand igt sehr wichtiff find nacht { 
den H«aptpnnkt der gansen Theorie aus. Ohne 
ihn ware der Ausdrack (344.) durchaiis nicht all- 

i 

65, 

t * 

4 ♦ 

Im Anfange von ($• Ss*) wnrde ala zweite Be- 

diD^UD^ des Ausdracks (342.) vorausgesetzt, -dasa 

aich die Grossen i'y ;» r^ a • • • «, dtr Meihe nachy 

aHe durch anerld Operatian auseinander tmwickeln la^en 

ioUen. . Diese £igensckaft haben die Grossen Py q,' 

TyS . . • . in (344.) ebenfalla wirklicb. Man fin- 

det nemlich, wie man aieht, die 2weite Gresse 

/C'^+«) — f^ « # 

g = " ' — ana der eraten p zs fxy vrenn 

a 
man in p ss /x, jt -j" ^ ^^^^ ^ aetot, Y^n tier ent- 
atehenden Grosae /(^-f^O die arspriingliche Grofis^ 
p z=zfx ab^ieht, und den Rest dnrch a und die 
Ordnnngs-^Zabl der Operation, 1, dividirt. Gans 
eben so findet man die^dritte Gr6sse r ana der 

zweitea q* Denn aeUt man in 9 s= -^ ^, 

' • *a 



I 

4llgem* MntwieketungSrAufdmck, 

* * 

* + • •tatt *, •o crhalt man /^*H"''^~^*+«) . 

Ziebt inaii Uervon q fc " ^ ' v~' C- ab and.ciivx'. 
dirt deu Rest durch s und die Ordnungf-Zahl der 
Operation. 2, fo erbalt man t-12-1 — i— ^i- — L-illi-. 

welcbe^ geiiau die dritte. Grosse r iatt u. a. w. . 

Dieser Umatand muss aber -wieder erat aU^ 

mein bewxeaen ,werden. « % 

. , ■ . . .' • ' ^ . 

Daa mte allgemeiae Glied iat 

. • • •• T' . " mfX I, 

t 

Setzt man hlerin x-^e atatt or, ziebt die uraprdiig- ' 
, liebe Grosae vt^il der entatefaenden ab» uud divi* 
I dirt den Rest durch £, und die Ordnunga-Zabl der 

Operation, ?ii -{- I9 90 erbalt man 



N 



•••• 



• •> 



, fii,(fn-i)..«,i *., , V 

Sfai beliebigea ntea 6lied dieaea letsten Auadrudka > 

•• • - . 



b 



/ . 



2o6 U. ' {5, 

Allgenu Entwichelungs^AusAiich 

Diese Grofise ist gleich 

Oder, weil 

' m-(ii-2) , m-n+2+n-i m-f-i 

ist, gleich 

Diese Grosse noch , wie es Obigem £a Folge sein 

soil , mit j^ ni^j mnltiplicirt, giebt ge- 

nau das nte Glied in dem m-^iten allgemeinen 
Gliede yon (3440 > folglich erhalt man allgemein das 
m-j-ite Glied in (344.) aus dem mten, wenn mas 
in letzteres x -j" ^ statt 9 setzt, die ursprunglidi6 
Grosse wieder abzieht, und den Rest durch e nod 
die Ordnungs-Zabl der Operation, m -j- & dividiit, 
folglicb durch die nemliche Operation, welche d^ 
zweite Glied aus dem ersten giebt^ mithin erfiillt 
der yorausgesetzte Ausdruck (342.) each die iwdu^^ 
Bedin^ng, dass die Grossen p, 9, r, s • • • • all- 
gemein, alle durch einerlei Operation auseinandflr 
soUen gefanden werden konnen. 

Man 



» » 



> V 



45? JH. I2P9 

' . Man fcatan , dieses ITmstandeB v«gen, vdeii Atis^, 

dmck ($44.) kiir^^er bezeichnea. Bedie&t man sidi 

I nemlich des auch sonst gebrMucbUdbtn Zeicbens 

I ^y nm die Different, sweier GrosSen zu beceich^ 

L 

jHen, 6o kanh liian, wenn man noch'die Gro'sse^, 
I etwa unter dem' A bemerkt, um diejenij^e Grrosse 
I ansti2eig^6n^ darcb lyelche die Di&r^ns eaUtehet^ 

«. B* die Gro$se/(i-|-tf)—/jr.durcb — ^jcbezeich- 
nen.. Dieses f^iebt 



f 



9 



t A . 
lie E^ 



Auf diese Weise katin die Operation be^eichnet 
werden, durch Welcbe man die Aweite Grosser 
aus der ersten p ^s:= fx findet* Ua nun diese Ope-» 
ration^ erwiesenermaassen^ fur alle fulgende Gros^ 
ien immei" die nemliche ist, so kann man ' 



r dupch -— • "^ Qy Oder durch •**- 



A^ 






,B« s. w« also Uberbaupt den Sat£ (344.) dtireb 

350. ^(^+i)=./«+A:i/±+*^>±V*\... 



• « 6 « 



& 






beselcbnen. 

, Da a|ieb noch^ trie tndu siekt^ die CaeMcieil' 
U» .dieses Ai^sdru«|t|^ welpb^ k enthalt^n ^ M$ aujf 
die .fib(M»iitefi^ Zahlcm^ niebts #^ders al^ fdi^ofiel^ 



y^ 



* . 



.210 tl, ' 68. 

X Mlgem* En^icheiungS'Amdmck, 

k 
len * mit der Basis — und dcr Different — i sind. 

W kann inao, htM^ kikires^ 
schreiben« 

« 

Dieses ist der \Dben augekiladigte, allgemcinera 
Ausdruck^ dtircli welchen sich. wie man sehen 
wird, die Entwicktelun^n abhan^ger Grossen mit 
grosser Leichtigkeit und AUgemeinheit bewerkstel- 
ligen li^sien. 

Der Aoftdrack ist, wie leicht su sekeny ToUig 
dem, ia der BOgeQanbten Differensexb-Rechnung be- 
kanntto> scbob von Newton gisgebenen Avtsdmcke 
des letztea Gliedes fix^mti^ einer Reihe'von 
Grossen von einer tind derselben Abhangigkeits- 
Form-, wie. j^, B« ^ 

gleich. £r darf indessen mit diesem Differenceii- 
Anidruck keinesweges verw^clisi&It;, noch weniger 
eben so hergeleitet Und bewiesen werdeh, wenn 
man ihm nibht siein^ AllgiemiDinheit> die so wichti^ 
ist/ nefalireii will. Ukm fUfr dm t^trmim-'^Am- 
driick ht (htmer idn gamxtitt^ei VerkMltt^ ;t0^' 
pchen 'k ttni « notlmm^y hkt tdcht^ -son^irn I 



I 
/ 






Jf 11, 2U 

Ail gem. EntivickelungS'AusdrucJi. 

void e konnen auch dn irrationahs VerhSkniss, oder 
far das J^erhakniss einer redlm zu dner imagi" 
nairen Orosse haberiy wie in $. 54. bewiesen. Will 
jpaan den Ausdruck (351.) mit dem Ausdrucke 
der Plfferenzen - RecKnung von derselben Form 
verglejlcben , so kann man ihn nur fiir die die- 
ser Recbnung nothi^e Interpolations -Formel^ in 
ilirer allgemeinsten Gestalt, nehmen, die aber 
dann erst mit der obigen^ unbedingten AUgemein- 
heit bewiesen werden muss. 



Die Zahl der Glieder des Ausdrucks (35i.) ist 
nuendlich gross^ sobald man nicbt voraussetzt, dass 
e in JS: dufgehen solL. AUgemein genommen ist also 
die Zahl der Glieder des Ausdrucks immer unenfl- 
licb gross. Die Grcisse e braucht deshalb keines- 
yr^ea Null, oder unendlich klein zu sein. Es ist 
kinreichend , wenn sie nur kein aufgehender Thiil 

Ton k ist. Die Coefficienten— ^ 

vechseln dann^ von einer b^stimmten Stelle ab^ 

das Zeichen. Da aber e willkiirlich ist, so kann 

man auch, nach Belieben, dem Ausdrucke eine be- 

i&nmte Zahl von Gliedern geben, oder, mit an- 

dem Worten, machen, dass die Reihe allemal ab- 

bricht. Man darf zu dem Ende nur zvrischen k 

nnd der willkiirlichen Grosse e ein ganzzahliges 

Vejrbaltniss bestimmen. Alles Dieses ist ganz der 

Wmknr iiherlassen. 






.V 



2iii \i» ' 57. 

1 

AUgent, Entimcltelfings-'Ausdntck. 

57. 

Wir sagten oben, dass der nunmehr bier eat^ 
"wickelte allgemeine Ausdrack den TaylorscW 
Satfi, als einen besondern Fally eintcliliesslich est- 
ihalte^ oder denselben mit nmfasse. / So verhalt el ' 
sich Wirblich. Dzr Tayhrsche Satt ist defjenigt ie* 
soniere Fall des allgentdnm Ausdrucks (5^^*) y in fri- 
chem e = o gesetzt wird, Denn^ erstlich ^ehen fir 
£ =-: o die ("acloriellen fe, t.(t-^c), *.(fc— e).(^— 26)t.rf 
h(jk — 6)...« (ife — (m — i)ictc. in die ration^en Po- 
testatea von k: A, A% fe'.... A™..„ liber 5 fiweitens^ber 

iat die Grosse q ss: ' ' '^ ^ ■ . -^ . ^ fiir « zrt 0, wiri^ 

lich, m^ beblannt, iiiclits anders, als die crsU A 

Idtung^ Oder der crsfc Differenti^'Coiffdeni —fx,(^fit 

dfx von/*, und> weil atlgtmein beiyieseb, dluk 

die Operation , durch welche q ts -^ ^^*t" ^^t/J! 

c 

aus f t=z fx gefunden wird, nur vriederhott werd«n 
darf> um die folgenden Grossen r==— /j^, its 
^ fx etc. £U finden^ so //tdet das Nemttcke mi 

filr € tea o Statt^ welcher Werth von ^ krine Aui- 
nahme machtj mithia sind die Griksen r, s: . .., 
fiir e 5=3 o, nichts anders als d*/x, d^/x etc. nnd 
der allgemelne Satz (344.) giebt, fur « =: o, 

5S2.fCx+h)=:^fx + kdfx + ^d-foc + ^drfx...\y . 
welches der Taylorsche Sata ist. 



i 



^ 



^ 
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m. 
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^llgem:, EntwickelungS'Ausdruck^ 

Wir woUen desbalb 4eo allgem^inea Ansdrnd^ 
(3i4-) dlgtrndnen Ta/lorschen Satz, neonen , voraus- 
setsend, dass Taylor, wei^n cr lel^te^ldie Benen-. 
rsuQ^ gU:t beissen wiirde. 

» 

Da djes^r aUgemeipe Tmylorache SaU (344/> 

deft, b§«onderp SaU di^^es Namens, \irga:aUf di^ 

QOgen^nnte Diff^reutial- and IpUgral^^Rochmuig 

berubt^ schoa rait entbalt, 00 ist nun aiicb eio 

ei^ner Beweis des Letotern nicht mehr notbig und 

^e» werden also jetet auch die in ($. i^)l b#^ 

merkten Scbvrieri^^beiten gebobeo. Qass man anf 

diese Weise den Beweji^ des besondern Tayhrschtn 

SaizeSy der so vielimit Nullen und unbestimmten 

' • o 

AasdrJiLcken !von dei: Form — zu. sebaffen hat> er« . 

; ' » O- . ' . ' ' 

spart, ist wicbtig, weil man da-durch ^ngleiob. 
I {ene Kiippe vermeidet , die ia den Strudttl des 
Md^en UnendHcb - Kleincp filhrt. ^ 

Der baondere Tay^orscbe Sats, nemlieh der 
lall dea allgemeinen, in -^elchem e =s o ist, eig* 
' act sieh ilbrtgens immer su der IHfTerexitialw und In- 
tegral-RecbnuDg vorzugsweise, weil sicb durcb den- 
s^en aueh atisammengesetatere FaUe mit eben der 
licicbtigkeit bebahdeln lassen, wie einfacbere* Scbon 
der Sai% z. B.., dass, wenigt y s: /x «nd ift SF iV> 

»^ Vf^ gcsetzt wird ^ allgemein -- 15 = — 2 — y ist, 

findet far den altgemdnen Sats nicbt eben so leicbt 
Stattf so datse det&elbe jicbon die Ableitungen urn- 
£eAe/irier Functionen nicbt mit deri^elben Leicb- 
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214 H. 58. ^ 

Anwenddng des allgemeinen They lor. 

iigkeit gicbt. Diesen letzten Gegcnstand^ and vai 

< 

die -weitern Anwendungen des allgemeinen Taylor, 
sclien SaUes b»trifit, wollen wir gelegentiich ni- 
her uQtcrsucheu. Hier »oll dcr allgemelne Salt 
(544.) \orl2iufig nnr sur Entwickeliing der Pote- 
statcn und Facultaten gebraucht werden', sa urd- 
chcm bcsoudcrn Zwecke derselbe hier aufgeitdt 
frurdc. 

Anwendung des allgemeinen Taylorschen 
Satzes auf Potestdten u. dgL 

£ho wir den allgemeinen Taylorachen SaU an^ 
den Ilauptgegenstan J dieses Absclmittes / die Ta^ 
cultateu, auivenden, wuUen wir einen Augenblick 
in die Theorie der Potestalen suriickgehexi , und 
den 3alz iusbesondere auf den vielbesprochem 
and \ieinillig behandeltcn und bewiesenen tunoioi- 
0chen Potesiaten • Sate anwenden, 

Es sei nemlicb 

« 

$63. A = 11% 
80 erh^lt man, vermoge des allgemeinen Taykr* 
schen Satees (344.), 

554. ""^*=u*+-^a"+'-«*>+*i^\i.'^"*-2«***+«'V 

c 2 £ 

, fe.Cfc~»)....C*- ("l-i)t) T. acfm* seK'iw)' 

^, ^2:2-1 „*t(«-a)«....+,4|i 

I 



. 1 



^ 



IE. 



Sa$z9saufFi 



9der 
365. 






^ it2.3«.oin ^ •fir .— ' y 

Oder, teeil 



I 
I • 



2 -- 



fit 



ifit, ^at sich fur einea bdiebig^u ganzjRahligen 
ben kaaii , elementar beweis^o lasst, 



357. u**=:u'(i + y(a*-iU ^^, 



5— (w— 0*.... 



Setet man .hieriu a: = o und 6 = 1 , so erhalt 



man 



' • »< 



568. u''=' 

I+^«-i)+"^-(u-l) ...... x.2..H'» ^ ^ 



Setet man ^cndlich » + M fitatt u and 3^ atatt A , fO 

* - I , 

firbalt man 

urelches ddr bekannte bincmscht Potestdun - 5tfte lii 
der gros«ten AHgcmeinheit , fiir jcden bcliebigen 
Expotxtoieil Ut . 



■" » 



\t / 



/. 



r 
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Um den ^llgemeinen Taylorschen Sato fin 
($• 550 «u beweben, war nnr der binomlaohe SaU; 
fur gan&2tfihlige Eiiponeaten nothig; Dieses isl also, 
aach bier' nur. der Fait* Mithin werdeii > wie-siaii 
iiebt, die nicht geringea Schwi^rigkeiten der Ver- 
allgedieii^erang dea bioojni^cben . pQte^tfitea - SatxM 
\oii ganssahligen sa beUebigea Expeneateo , de« 
reo die Paragraphen (lo, 33 aqd S6») erw&bnen, 
ddrch deo al^emeinea Taylorfcben Satx gaojdich 
undy wie man siehtf mit grosser Leicbtigkeit, anf 
• eine einfache und elementare Welse geboben. DU 
Schwierigkeit f welcbe in einzelnfen fallen Immer 
der Uebergang vom Besoudern snm AUgemeini^ii 
macbty ivird ganslicb auf den allgemeinen SaU 
geworfen and daselbst ein« fiir allemal abdr« 

Setot man in die Gteiclinng (3.67* ) a ss e, 
9C :ss^Q and iir s 7> $0 erhalt man 

welcbea mit dem, auf die E3eponential-*6r6ssen and 
liOgarithmen filhreoden Ausdrncke (57.) jiberein- 
stimmt, wenn man daselbst a si? o setzt VerfShrt 
man damit n^ie in ($. 10 und ii.)j bq k^nn sian 
.ewk and den obigen Gleicbnngen die Awdriick^ 
f ilr Exponential * Groaaen and LogariUunen fioden* 
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6o. 61. V Hi ^ij 

■» _ ' • 

St»txies aufPotestMm u, EaeultMm, 



6o* 



• » 1 



• ^ t 



Man siekt leiclit* dA«i fith d«r idl|;e|nekMi 
Tuflorscho Lehrsata auf yielerlei W«i*0 xor Satj 
wkkc^iiDg YOb Qroften-^ die, b^n form d<$r Po- 
te^iiten, . dte Logaritbmeny . der Wiakel-Fitoctioiiea 
Oder in andern Formen, T0n and«rn, Grofeefi ab^ 
hangen, anvrendcn lasst, nnd dass man im Stande 
1st, vermittelst deaaelben die tnannigfaltigfgteii Aus*. 
driicke aa&natellen , welbhe iBsbesondei^ daroh 
die ^illkiirUche Grosae a aine eigentbumUche Art 
Y4A Allgemeinhait erbalten. 

Wir wolien munnebr dan Sata^ weitf r auf die 
Facaltaten anwenden* 

Anioendvng des allg^meinen TayhHchen 

Suties Quf FucultUtw. 

. . • 

r « 

I Eine Facnltat z, vrie 

t' ^gt von drei Grdssen u , ' a; und y ab. Jede 
[ dieser Grfissen Lann man um eine beliebige 
\ Grosse, £, B. um k verSudern, und den dadnrcb 

veranderten Werth von z 8uchen| welches drei 

Aufjjaben giebt* 

Die erstef deren Ge|;enstand die Entwicke- 
lipg der GriiMe (U+ fc»4"^/ i^^> fubrt, wie 



( 



t 



\ 



\ I 
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2i8 n» 62. 

Entwichelung der Facultaten 

mian aus der Gestalt dieser Grosse sieht ^ aaf den 
obigen biaomischen Facultaten - Satz ; dean dieser 
Sals betrifft eine FacultMt^ deren Basis eine sirei* 
Iheilige (jrosse ist 

Wir "woUen also sunachst den Innomktkm A* 
€u!iMitn*Au8druck (Sfi5.) dnrch den allgemeinen Tay« 
lorschen Sats zu entwickeln sucben. 

Entwicielung der Facultaten durch Veranda 

rung der Basis. 

I. Za dem Ende darf man nur in (344.) etwt 
die Facnltat (w, + «)y statt/u, also 

36i. Ju = (n, + jc)^ 
setKen. Dieses ^ebt /(a -f- ^)» oder jetst 

362. (11+^,+*)^= (11,+Arf + A [ («+e, +x)y- C«, +*n 

6 

wo die Grosse e willkiirlich ist. 

II. Man setze zuerst die willkiirlicfae GfoMe 
€ gleich — Xy so erhalt man 

365. (u+*,+*)^ = («, + :)c/-.-^C(i/-^,+^)^-(«,+*f] 

+*-.... • 






^ 



62. . IL 219 

durck Verdnderung der B^sis^ 

III. Nun ist . 

364. (ifrf- *,-f *)''•(''+ * (y^i)) == ("> +»)r («—*)• 

DeaBy 8€tKt'maii in. die erste Gmnd-Gleichupi^ der 
FfoulfjMiea. (993.) u**'^? statt <i, /c statt u uiTd k =s »^ 

80 erhalt man ^ 

» 

565. (itr*,'+K)^("-*+y«)» Oder («-«*+*/(« +!«i>-i)) . 

Auf der andern Seite giebt die nemliche Grande 
. <Gleicbang (283.) allgemcin , fiir « — * «talt «> . • 

alio, fur y as X, 

mitbin ai»sfa, wena man ;y atalt k schreibt,. 
, 366 (u„4-x)^(m— at) s= (u— «,+«)'*'. 

Die Gltik^ttngen (366 und 366.) aeigen , da»» die 
GrSasen 

* » - 

beidp gleich (u--*,+«)'^' »ind. Also «ind rie 
einander gleich, welcbes die Gleichong (364.) giebt, 

IV. Aus (564.) folgt 

(u^*,+»)y ag (»»+») ^„^i^^jy > 

also . ' 

(«-*,+*)' ^ <«,+*/«"-K+«)''C"St^^V' 
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Entwichelung der FacuUaJb&t 

Oder 

367. (u--*,+;r)y-(«,+*7=-(«,+*)^;jq:g:5 

y. Nun istf yerm^ge der Grand- Gleichmg 
(s83.)> wenn man daselbit fc =5 i und y— 1 iWl 
y setzt, 

568. («, + x^ = C«, +x)y-» (« + (y - ,)»)» 

also ut 

i«+a;(y — 1) ^ ' ' 

Setot man dieses in (367.), so erkalt man 
369. Cu-;^,+*7-(i/,+«/ = -(ii,+:r)y-'4fjf. 

VI. Der Tbeil linkerhand in dieser GleichuBg 
(36g.) ist der erste Coefficient in (363.) sn — ^ abt 

wird der^lbe, "wie man sieht, aus* der Stamm- ' 

Grosse (u^-h^)^ gefanden^ irenu man den Expo* 
neuten y um i vermindert % mit dem unverander* 
ten Exponenten^ so wie mit der Dif&reqz x^ nmU 
Uplicirt und das Resultat negatlv nimmt*. 

£s ist also 
570. ~iu =3 — («, -|-Ar)^= - (w^+^i'^'-i^r- 

VII. Dieses giebt^, durch Wiederholwig.der 
Operation, 

^ («, + :i^ =? +C«,+;.7-8C»/.Cy • I) 



* . 



I « 
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» It. 0. W* 

Yin. Stttstitoirt m«n diese Coeffidenten su 
chnn; (363.) 9 <o erhalt man 

' . ' ■ » 

welches y vrie man sieht, mit dom fiir den binomi- • 
9chen Facultaten-Sato auf einem andern Wege ^e* 
fnndenen Aosdrucke (SfiS*) voltkommen iiberein'* 
stimikit* 



ie dortige Schwierigkeit der Eatwickeltm^^ 
namentlich bei dem Uebergange yom Besondern 
eum AHgemelnen^ wird hier darch den allgemelueft 
TayIorsx)faen SaU vermieden^ 

63. 

Da aber in der Glekhang(36909 auf welcbef 
! der binomisclie Facaltateh-Sato (371 oder gsS.y be<. 
rabt I die 6roS8b e gfinzUoK willkbrlith ist, so kann 
, man daraus nicbt etwa bios den Sats (371.) t ^on^ 
dem nach Belieben audi noch andere Ausdrtic-ke 
ableiten. Unter diesen ist besonders dessen £ii er-> 
yrMhnen, welehen man erhalt » wenn man $^.si3M 



\ / 



MxdtvieAelmg der FofiuitMfym 

wic in d«m vorigen Paragraph glelch -p-*^ vid- 
mebr* gleich ^-* setot* 

L IVIan Bet£e ifiir 4ie8en Fall in dj^erste Grand-' 
dei^hung der FactiMten (fitSS.) j^ as i , 90 erbalt 

maa - - ' 

(a + *, +«)^ u = (u, +*r^ 

welches » wenn man y '*^U ^ sdireibt, 

37a. (u+*,+x)^u = («,+*)^ 

« 1 

glOv€« I 

- ' \ 

Setet man hiagegen in die nenilicbe Gleiclmng I 

(283.) A = 1 , so erhalt man 

. 873. («, + 3c)^*' = («.+ ^7(« + ^J^5, 

« 

welches, wenn man es in (572.) substituirt, 
' (a + AT, -J- 9c)y. B = (11, + x)y (u -{-xy) y Oder 

374. («+»,+ «f =?(«,+ *)'.^^^^^» 

giebt. - 

II. Dieses ^ebt vreiter 

Oder 

375. (u +*, +*7 -(«/, + *f = («. +*) --j^ » 
welches der Werth de« eraten Coe|Scientcn »u 
— in (363.) ist, wenn man « = «; getet 

III. Man findel vdaraiM waiter, wenn man 
tf ^-^ JT iitatt u setsly 



» 



«8. 
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I i^&ieM PerdndiBrtmg der 'Skish* 

576. {u+axy'\-xy^(u+x,-^xy=:(w^,^)^ 

I ^ - ■ 

imd wea (H+*,+*7»(i,,4.*)*!t±i2 {.t (3740, 

I 

►• : . . r 

I aervon (u +*,+*/-(«, ^-xf - («, +*K^ ab~ 
jgeiogea, jiebt ' , . 

i 677. Cu-^x, +*r^«(ii+«, +«/+(a,+;ff S5. 



I 



weldies fur « = « der zweite Coefficient in ($72.), 
fc.(fc_e) , 

» I 

IV* Man Aiebt faieraag deatlich €ki« .Ge^etts 
der f ortachreitung und erhalt^ z. B. fiir den drit- 
I ten Coefficienten. 

! 578* (ii,+x)y / Jif — J u. 8. w. 

( 

y« Substitairt man diese Aosdrdcke der Ooef- 

; fidenten in die Gleichting X^&2.), so erhalt man 

I, , t.(fe-x).Ct-3 ») jr.(r-l).(iy-9) ^ ^ ^ • "I 



■ • ( 



t \ 






224 n* ' .65.16 

EMivichelung der Facultatm 

580. (.+A,+,)r:»(„, + ,)r[,+ Jk^;g^ 

I 

welches ein anderer allgemeiner Ausdmck fur Ii. 
Gultaten, und zyrav eine wirkllcht Entwickelung ist, 
die dazu dient, eine Facultat mit jer Basis 11 -fi 
%\L berechnen, wenn man die nemliche JPacaltatl' 
tail der Basis u schon bennt, uiigefahr wie el | 
«• B. dergleichen Aosdriicke fiir LogarithmfA 
giebt 

VL Der Ausdruck (38o.) convcrgirt imtMt\ 
wenn A kleiner als a ist, und am so mehr^ je 
klelner k gegen u ist Man kann also vermit- 
lelst dieses Ausdrncks die Facullateil ^ etwa iiri« 
die Logarithmen und WinkeUFunctionen , Schritt- 
Mreise^ von einer Basis £ur audern berj&ciineiL 

VIL Wenn man it =£ I sctzt, Welches die 1 
Al%emeinheit des Ausdrncks nicht VeMiiadert, ureil \ 
sich jede Faoultat auf eine andere mit der Diffe^ 
rensb 1 bringen IMsst (§. 45* , IU*!)» so erhaU 
man 

38i. (ii + A, + i)l:3S . 

Yin* Seti&t man auch noch u 4^ ft =t: 1 ,. wel'^ ^ 
ches ebetifalls angeht# weii sich jede Eacultiit anf 
eine andere brinfeu Ifisst, deren DiSertntt ud 

Basltf 



*s. 



\ 

•l . 



durch Ver&nderung dcr Bam^ 

■ - ' ■ • ■• .' 

Basis beiije i Bind (J. 46., III.)? «o ist *==:il.tt 

^~y ' i. u ^ a u(a-|-j) 

(u>~i)4ii(u-f->) j'(y--'.t).(y— g) n 

a. 3 «.(«+0.(i«+2) * • ♦ * J' 

Oder - .■ ■ 

Oder ( . 

{ Da in di^ser Reihe u ^llIkiirKch ut^ Veil ea tin* 
lerhand nicht vorkommt^ so kaiin man Bte^ f^v 
I eio positives y^ ^als itnmer t^onyergent betrachtea. 

Setet mao z. B« 2<t=s 2^ so ejrhalt man 

welcha* Reihe sclion conrergirti ' 

IX« Setzt man la (38i.) assi^ so erbfilt 
man \ 

foder , <; ■ ' 

\. 384. (i+>, + »)*aa , . ' 

- - t*6] 



' r 



* « 



226 V n» ' 63* 

Entwickelimg der Faeidt&tpn, 

welche Reihe wioderam inf iner c6 A vergirty wenn k and 
J'positiv sind, nbd dasn dient, eine facultat mit einer 
beli^l|igen Basis i-|-^ tind der Dififerenz 1, no^t HuUC' 
der nemlichenFacultat mit der Basis X, zuberechnen.* 

TL Setzt man in die Gleicfaang (289 J ^ ==: i» 
BO erUalt man 

385. (a4-sc+sc/ji=:(u,+«r^,^ 
oder, wenn man y — i statt y schreibt^ \ 

(m + ^y + J»^)'^*'.M ss: (n, -|- xf ; alsa 
586. (±±ff=(u+*„+*)T-'. 

^nn Icann man die Gleichnn^ (3790 wie folgt 
schrdben : 

<.+,;+.)-fii±;^[„+«,+tfcSi^)„] I 

i 

Substitoirt .man hierin den Aosdrnck yon ^ ' "^ ■ 
(386.) > ^o erhait man 

587. («i + ft,+x)y==(a+^,+:.r'Ta+fcy+!^ 

>.a-x).(fe-gx) j>.(y-0:Cy-2) . -] 

"•■ 2.3 («+*>cu+2*) * ' \'y 

Setzt man hierin zi == o and .^ = 11/ so erhait man 
388. («, + x/ = C*, + x/- «. [y + ^~^y,Cy-i ) 

I («/ — X^(m-- 2X) , X 1 

+ — OI3 — r.j—J.Vj-fi)..-] 



/ /' 



I 
I " 



6^ II. 227 

I • 

I t 

Sbarch VerandffTung der Basis, 



SeCet map x s: i » bo ei%81t tnan 



2.3 



.jK^Or— o.(/^a).».»T 



I 

So lafist sich der obige Aasdrack auf mannigfal^ 
Uge Weiae umgestalten. 

r 

64. . ■ ' 

Alls dem obigen zweiten allg^meinen Ausdrucb^ 
einer Facttltat mit bipomiscber Basis (379.) Ias6t 
sich leicbt eiii entwickeher Ausdt^uck der ersten Ab^ 
Itkung eiuer Facultat und ihres Logaritbmen^ nach 
der Basis genommen, finden. 

I. Da nemlicb die erste Ableitung von der 
Facultat (M^'^x)^^ nach der Basis genomm^, nichts 

anders ist als die Growft (i»+k,-^^7-Cu,^x7 

I 

fiir & aao, so erhalt man fiir die erste Ableitnui^ 
ton (u,4-x)^ die Grvsse 

— r-^j ^ {My-tV V^«T a •u.(«,+x) 

+ — 53 u.("+x>.(«+2x) • • • y 

for fcsB o, •welches, vreun man * = o setzt, 
Jiebt, 



• • » 



s, 



» ' 



> * 



/V 



2fl8 n. / -«6- 

' ^ EnfwitikAlunQ der Facultaben 

II» Da die -^rste^ Ableitang |de« ;DatarUclieo 
ILiOgarithmeii \Mf+x/ d«r Facultat (tt, + x)^, nadi 

^ der Basii^ genommen , ' gleich ; ^ _ ■ i«t, «o 

erhalt man, aud (5go.) far die Ableitnng des Lo{;a- 
■ ritbineD: , • 

^'•»V <">-»'^> J=S - 5 irFHO"*"!" «;(»4-x).(«4.2xJ •" : 

I 

' ' 65. * 

Der Xogaritiitme einer Faculidt^ wie (ii>4-x}^ : 
lasst sich, darcb Yeranderung der BaBis^ ans dem | 
allgemeinen Taylorschen Lehrsatoe ^ (344.) mit der . 
nemliolien Leiclitigkeit finden, vrie der Ausdrnck < 
der t*acultat Belbst. 

i 

/I. Man seize nemlicb in den allgemeinen T^y- | 

^^ lorAcfaen Sata (3440 u etatt x and %u, -^ s)^ sUtt /^T) 
60 erbalt man 



IL Der Coefficient -zn — ist, vermoge der £i* 



^•1 



genachaft der Logarithment da«s der Unter&cbiied j 
Kweier Logarithmea dem Logarithmen des Qvlq^ 



V V 



. J 



3^ - 



^5* 



n. 



829 



durch T^er&ndetung der Basis. 



^.. 



lienten der Logaritbmanden gleioh Uty ghiok^ 



395. Y^"+^>+^Y . 



I III. Pea aus einem Ouotient^n £wei^r Thai* 
|/af«n bestehenden LogarithmandeQ diesea Logarith- 
jnen Jkann man allemal auf d^nr Quotienten zyrei^r 
^Factoriellen , oder rationaler Facukdten briugen. 

I Die erste Grund - Gleichuog der Facultat (283.) 
fiebt nemlich 

[Da dicge. Grpsse (i*,-}"^)^^^ ^^^ nemlich^pi Werth - 
^ehaljty wena man y und. k \erwecbselt| so iBt 
ianch / ; - / 

Btl^N einander glci&h gesetzt, giebt • 



Plan setze nun in (S^S.) die wiUkurliche Grosse < ' 



fleicb kx^ so dass k 



X 



, SO giebt die Gleichun^ 



3o7. ("+«.+*/ ^C''ty*>+*> 



X 






iro man nun ^nach Belieben Zahler und Nenner 

L "" ' • . - • 

rechterhandj, zn Factoir4ellejri oder rationalen Facul- 



I 4 



L 



, I* 



t ' 



2^ 



n. 



65. 



1 » 

MnitVK/telung der Facultaten 

^ten maclien fca&n , well man ea dem Ende mir 
das vrifkUrKche e gleich einem ganssahligiia Vi«I^ 
fachen yon x^ is. B. 

^ 598. « s= /n flc 

^j^en darf^ WQ "I eine ganea, ZaU >bedeatet., . 

k 

TV. DieseB giebt fiir den Coefficienten zu — ^ 

dem Aufldrucke (Sgs.) zu Folge, 



o^cr 



pder 



^'> 



i 






Oder, wenn man s. B, durch -^•(ii+r:C|+») be* 1 

■ 

seiclinet/ .dasa in der Grosse ®(ii+y*>+*')^ *^ 
Ei:ponc^nt um m vermehrt ^ und die ur^prung* 

li<;Ii9 Gro'dse davon wicder abgezogen -werdeii soil,; 

.- ■ ■ 

4oo. A»(;„+^^,+*)<»_4.»(i,+*)% I 



'WO m eine beUebige ganze Zahl bedeatet« 
y^ XTm den sw^ten 6oefficienten zu 



k.(k—ey 



in (392.) za finden, dajrf man ^r, nach dem Cre- 
getze der AbbMngigkeit dieser Goefficienten von 
einander, in den ersten Coefficienten it 4- e statt 
9 seUen und yon dem Resultate den eralen Coef* 






f 



65. , H. 25i 

durch Veranderiaig der 

' fidenten wieder abiiehun. liieQes giebt, ver- 
mSg* (3050, s 

Y(u+gc, + »«f\ Y^"'^*^'^^^ ''^, Oder 
YCa+g«.+^f-(»>+^)^\ Oder anch 

Nun ist vermoge (397.) > wenn man daselbrt ae 



. I 



\ 



alsb ist der swei(;6 Coefficient gleicU 

welches sich, wie beim ersten Coefficieiiten , dorch 



A» ., . , „^o >^*e, 

403. 



btseichnen lasst* 

VI. fi«r dritte Coefficient ist , wic leicht »u 

» ' ■ 



* / 






230 . n. . , ^5- 

I 

EnhuUMlung dvr * ^^itatm 

tatcn machen kanxiy w' zJlZ12V Oder 
das vrittkUrUdw « gleic' .- +*)^)f /' 



iJfkUrttdw 9 glei. 
fachen von x, ^«. B ;+*)^\ 



6€t£en darf , w^ (397-)» 



Q 



dem Auadr 



>^y/, Substituirt man diese Werthe der Coef- 
■^te>} *'° ^*.° Ausdruck (Sgg.)* ao erhalt man 

~m* V. (a, 4-x)"» y 



Ci 



,oder 






I 



^ 



dureh ^erditderung/ deT' Basis* 

welch«$ der allgemeine , Ausdrack dies liOgarithiaQii 
einer beliebigen Facultat mit binomischer Basisy 
|u^ i^^ ^. x)T ^ist. m bedeutet* eine wiUkurliche 
gahs« ZaiiL ^ < 

VIII. Setsit man das willktirliohe m gfeich »^ 

• » - * " • 

f» geht der erste Coefficient za — ia (4o50 in , 

t 

I Aer sweite Coefficient iln (406.) zn -^^ — r-~ i 



2m*x* 



V. tt(u + X) '(u+yx) V — Va+x),(u+>3g> 

Oder wenn man die zu ie-|-^x nnd a kommeade 
Grosse- x, -welche die durch A bezeichnete Diffe- 

I rcnz bildet^ inter A setzt, in — ^{u'^- y x)- — % der 
f dricie Coefficient in 

yx)(i|,4yy 4- 1 )xy(u+(y+2)x) (u^yx)^ u^ajf x)^ 



^Iti^i^.^mmm^mtm^m^m^mmJmmammm'mmitmmmmmmi^ «qpaiiM.«a>Mai9W «^ 



u(U'{-x).(ju + aif) u* .(«+y*)'(«+(y+ 



»>*>v 



ilber a« 8. w. Man erh&It also Mr den Logarith- ^ 
men der FacultSt (i* + ^t -f- 9cy mit binomischer 
Basis, wenn man das in dem allgemeinen Aus- 
dracke desselben ( 4o5. ) w illkurlicbf m gleieh x n 



234, n, 9s. 

. Entwiekelung der FacuUaten 

\ 

407. *(«+*,+ x)» = >, + xf • 



» • 



Uk -t) Y u I. + (> J. Ox\ / 






2.3X* "\ u(u+2x)~ 



• • 



>+(y+i)x)C«i-j.(7+4 
* • • • # 

Oder 

4o8. •(«+*,+*)'' =r •(M,+x7 



*)/ 



+ 



k (k—x).^.(k—(n — i)x')/'A° 



ft.3....nk° ' 






IX. Fiir u =: 1 und x = 1 ict 
409. '(» +*,+ 0^ = "(»,+»)'' 



+*.''6+y) 

*.(t^O V, 2+j'A 



2-3 , \i.5'(a4-J'X24-j')y 



Oder 






. / 



66. 



II. 



255 



durch V^r&nderung der Basis. 



410. V + if+O^ss "(i.+O'' 



I I 



n • 



X. Die %eihen (4o7, 4oB.) conyergiren » 
#0 lange u ^ xk and u --|* y x positiv siad ; 



u 



7 kann negativ seint nur musa y<^ — seiJif damit 



.n- 



u^-yx poaitiv i«t. Die Grossen -^*(w + yx) und 

^^a bedenten nemlich die nten Differen2&en der 
x** • . ' ^ 

liOgaritlimen der Uqiddiffennun Grosseo 

• u+^i^ undii+l^j 

u + yx-f-x undti-f*i2^) 

w-f-yx+^* und u 4-5x, 



I \ 



• • 



i«-J->x+(n— i)x und u*^nx» 

Die ersten Differensen der Logarithmen Squidiffe- 
renter Grossen nehmen aber bekanntlich ab, die 
hohern Differenzen ebenfalls, und die nte Differens^ 
^r n s=: 00, istNull; also nahert sich der Werth 

der Crosse ^-^®(u+/x) — ni *^ immerforfder Null 



• * 



'/ I 



t-»_. 



236 



ir. 



65 



Entwickelung der FacuUdten 



nnd iJit im Unendlicben Nail selbst. Femer iat 
bekanntlich auch der Werth des AuBdmcks 

'■ — Oder ■ 



1«2.3«***'>Z 



1.S.3....II 



nm Bf> Uemer, je grosser n ist^, luid fiir n = eo, 

gleich Nall^ ,denn im unvortheilhaftesten Falle, 

k ' 1 

filr — = o, igt der Werth des Ausdmck^ ss — • J 

Also coaverg^ren die Reihen (4071 408O9 wenn ur> 
X nnd U'^yx positiv. sind , imnwr, Sind u, x nnd 
u-(-/x nicht positive so muss man die Facoltiit 
auf eine andere bringen, in welcher solches der 
FaU i£l:, was immer angebt* 

XI. Setzt man in (4o70/*:,i, so ist(ii -f i, + x)3^ 
= tt 4- ft (a85.)l, aJ«^ 

^ .'^ • X \ u y • 2x* \ (" + x)* y 

. fc.Cfc-x).a-2x) V(ii-fx)»(li+3x)\ . 



2«5x 



Dieses ist ein darch Facnltaten gefandener Aas- 
drnck des natiirlicben Logaritbmen der zweitbei* 
ligen Grosse u -|- J: durcb andere Logaritbmen* 
Di^ darin vorkommende Grosse x ist willkurliefa. 

XIL Setj^ zi^an k ==: mx und u ss 1^ so giebt 
der Ausdruck; 



66* ' II, , 237 

ikrch Verdnderung )ies Expohent'eh, 

2 vci+x;»y . 



412. •(l+/ra:)=m.^(l+x) + 






Entwicielung der Faculfaten durch Veran^ 
derung des Exponenten. • 

66. 

. L Wenn sich der Exponent einec Facoltat 
(w,4-«) »• B. um k verandert, so geht diesclbte 
iia (M, + iO liber. Betrachtet man sie daher als 
ton y abhanjig, so darf man nur, um sie diircli 
den allgemeinen Taylorschen Satz (344.) zu, ent- 

vickdnt in denselben y statt ji; tind (m, -Ji-a:/ $tatt 
*/y setsen. Dieses giebt 

4i5. («,+*)'^'^=(u,+;c7+A^(a,4^ 



•• 



^• 






2S* 

fe.(*-£Wifc-2s) 
2 



• * 



We einc willkiirliclie Grosse ist , 

U. Nach der Grtind - Gleichnng (2&3») ist 



• \ 



N^ 



23ft. II. ' 66. 

EniwUhlimg der FacuUatm 

Sdb«titairt man Dimes in (4i3.) so erhalt man 
416. (11,+*)^'' = 



i 






■] 



III. , Dieser Aasdrack ist an einer reinen Ent- 
^wickelung einer Facultat, die selber keine Facnl- 
. taten mehr, wie die bisherigen Ausdriickey son- | 
dern nur etwa Factorieilen enthalt» ^eeignet,. Man 
erhalt, wenn man y == o und k=iy seUt, \ 



4 






52. 3e^ 



Oder ^,iuich der Bezeichnangs - Art voix (§. 64,, V.) 



y A 



417. (",+«X = i + f .-((1/, + ^)^) 



,26' 



j^ ((", + «:/) 






\ 

t 



. / 



ditrcA PTerdnderung des I^xpon^nteff^ 

Da die'GrSsse 9 in dlesem Ansdnicke mttkUrlich 

« » 1 ■ - • ^ 

ist, iind man also auch beliebige ganzt Zafalisa 
liafiir annehn^en kann^ so entbiilt der Aaadrack 
Ucht mehr i^acu/^^ren, sondern nur2^«acr6rie//en^ odcr 
^^oduCte Bquidifferenttr Fdctoren^ w^Iche dtLTcli blosse 
Multiplication b^rechnet werden konncn. 

1 IV. Set£t man das willkiirliche « ass 1 ^ so 
erhalt man 

4i8. (», + x/ = »+j^(U, + *)«-.A . 



y« Setzt man hierin li = 1 , so erhalt man 

419. (,V4.^T= I +1^ ^(i + *)«-2Ci, i-xy + 1) : . 



pitses Ut'diej' weiter obm^ durch gewblmlicht Hulfs-^ 
mind g^undene Reihe: (SSq.)* Erst hier aber sieht 
man dias Geseto der Fortithreitung der Goefficien- 

2 * 2.2 ' "^^ '. 

I 

aber, .dass ddr weiter oben gefundene Ausdruck 
nur ein einzelner besoi^derer Fall d^s gegenwarti- 
jgen allg^meinen Ausdrucks C4i6.) ist« 



^/ 



249 n. ' . , 

Mntwickelung der Facultdten 

V 

VI. SeUt man x ss i , so erbalt man 
4ao. (u,+i/ S3 »+>(«,+**— ») 



; 



VII. Setzt man endlich auch noch u = s, 
fto erMIt man 

+ " ^^^^y^'^ (^(i.2.3.4-3x 1.2.5 +3.ti^-A.... 

■* ■ , » ' 

' vrelches . der elnfachste. gam, tnttrickdte Aiudrtuk 

eiuer beliebi^en Facaltat ist 

VIIL . Die, Reihen (4i8y 4x9^ 4ao> 491.) las* 
sen sichy \^ie leicht sa sehen, auch auf die W&H^ 
wie (417.) mit dem allg^emeinen Oliede schreiben* 
Sle coiivergiren nielil nothvrendig immer , VfeU 
die nte DifTerens von Facultaten mit steigenden 
Exponenteo) fiir /i sss 00 nicht noth^^ndlg Null isu 

IX. Alle diese Oieichtthgen eiithalten denbinonfl' 
scfaen Potest4ten-Sat2 als einen eia^Inen Fall. Denn 
man set^e %. B« in den Ansdrack (4i4») x ss 0| 
sp orhalt man ^ . 

/ . 42?. 



" ' . ■ . < 

durcA P^€F&hderung das Bxpifkenten^ 

432. ttJ'ssi + l.^uVO + Jifc^V^,;. 

DiesM giebt fiir « s I, ^ : 

4a5. »^ = 1 + y (u~o + Z:fcL> (u w,)* 

Bid wenn man u «tatt u^i scbreibt/ 

« ^ 2.5 ••**» 
welches d«r bittQiniscbe Potestaten-Satfi i«t. 

X. Die Summe 4cr Ittttm Thdk der Glieder 
in den Ausdrucken der Facnltat {u^^xf C4i5 
4i$, 4i6 nnd 417.) ist fiir eineH positiYen Xzpo* 
ncnten y allenialNulL Denn a. B. in (4i6.) ist 
i die Snmme dieser Glieder 

I Welches {^leich 

ist. liir elncn negativen ETponenten y ist hinge- 
fen die Sttmm^ dieser Glieder nicht Null, sondern 
nnendUch grpjjs.. Dal^er idUrfen die GJieder nicht 
fliferniew weffjclAssen werd^m 



» < 



C»6] 



Jk ■ 



> 



I ^ 






.V 



' * 



I. Die 0tt€ Ablmtiufig ein«r Fi|(»ltat» nack dem 
Sspontat^n gi»nottim#n, findet man aus der GM- 
chuftg (4l^«)»^ Sie ist nichts aoders^ ab 

4B6r — (tt,+^y g^- ^ — I-— ^-^ > 

fiir k gleich NalL Dieses fiebt, YermSge derGIei- 
Chung (4i5.) 

r 
497. f («, +*)Ts=:2ld:i!£[i.(„+^,+^)« 

II. Die erjste Ableitang del Logarithmen ei- 
aer FacuItSt, nach dem Exponenten genonunen. 



« • 



ist ffleicit ' . _ ■■ alto , Y«mi&;« (427.) 

f 

488. yY(«,+*r)=4('*+»'*^+'^' 

I 



«•••■ •••• 



'2«5^#.tll(^*k 






'1 



r 



dnrch Yeranderung des Expoaenten^ findet man 
W8 d^na aUg^meineki Taylorccheii Leh^satoe'^ vie 
folgt. 

I. Man setaa n^mlich ia diesen SMs'(34^)^ 

statt * und *(«,+*/ «tatt fy, ao erhalt man . 
429- •(>,+*)n*^=^(«,+^f +f (•(i^ 






II. ptesea giebt fiii' y ssr « «iid k:Si'^^ 



odor. 



43i 



J' A er.. , „vo .jy-Cy-*) A* 



wo € willkiirUcb ist} • ; 

HI* Set&t mdn das vrinkui^Uche $ gUioh i, 
89 jsrhalt man 

452. •Cii,+*7 = r('(«, + *)'-^>^+*r) \ 






\ 



ll 



I \ 



244 Hi ' ^ 

Oder ' 

415. '(ai+irf = j\ "^+«)"+3^^^'<«,+«^*..- 



« • 



~ IV. Das allgem«itie Glied in diesein Atudradu 
lat '• • ■ • 



(?r 



+ tfcO v,+,)»^ . . . . i •(«,+«)• 



• • 



I « 



•wo n ^tiie ^afiflo ]^o«ltive ZaU bef eiduiet. Oas 
ertfte GUcid dieser Grrosse ist gUich 

Auf ^ine ahnliche Weise lassen aich die ubrig«& 

* • 

Die GrSoae (4340 ISsst «ich also in 

•ii+"(«+«)+'(a+a*)+>+5*).,..+W(n-»)*) 

436. < , TJ.C/Ki)/', 



1+ 



^•u+>+»)+"'(«+a«)..«+'(u+(n-3)*)) 



f r> 



verwandeln, tvelches, urie. leicht xa sehejB^ gietch 



\. \ 



4 



» ;- li 



\ 



66. 



H. 
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•* 



f. 






. I 



, «6<+((i^+2:^ ±0±<i-('»-P) 






ist. Dieses giebt, weil fiir jedes ganse positiye n^ 



'^"+ — r— ••••±.» =.(1—1)* aao i«t. 



«7. Al >+x)'=± (°(«+<a-i>H«»-0.'(«+(«r^*; 
+ ^^ — ^ '(fi + (n-3) *).... ±'» J * 



) 



ioder 



jn—t 






V^ ^abstituirt man Dieses in den, Aosdmck 

{4J5.) > ^o ierhalt man * 



k • 



.1 



458. ■ >,+«)'' 3= 

- y.(y-l).(y-2).(y-5) .y H.ju+Ox) * ^ 



^•St^tM^^ 



• " ' 



\ 



t I 



'N 



/ . 



y 



H^ 



n. 



^. 



Tntwickelung der TacuUattn 



welclies der Audruo% des Loj^aritbinen \u^ -f-^/. 
einer beliebijpen Facultat ist, wie ihn die Ableftun^; 
sa^l^ ^em E^paneateii giebt.. 

Der Atudmck convergirt nhnur^' so laiige r 
und 90 po8(li¥ niiidt ans.eioem Shn|idieii^:Oninde, 

VL Setzt man ti cs s und se ss i ^ wodnrch 
also z^gleicb die .Bedin^ung fiir die Coavergene 
erfttUt wird, so erhalt man 

+ ' <y-3>-<y-S) Y?i^- Cy-fl) (y-3).Cy-4J Y3645 \ 

welched der for jeden SxpQjienten y geltende <iziid 
conyerl^ifende Ansdruck einer Faculttt ist, deren 
Basis und Different ^leich i sind , und auf welche 
sichy-dem Obigea ;ko fol^e, aUe lindrj^ Facnltatea 
brin^n laaseo* 

y\l, . Filr y sai 1 giebt der Aiudrock (438.). 

t#te gehSrig > weil die Facultat "(u, -|- x/, ||( 
▼ S( t « ihrer Basis u eleicb ist> 

I, W^nn sich die JDffersru^ «^^i;«er V»siiltiit 






! 



» 



I 
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■ '* ' - ^ • . ' ' . .: 

in (tt^ + x^hy fiber. Betrachtet mail «ie dahw 
.als yt>& X abb&Dgig, so darf man mir^ um rie 
darch den allgemeinto Taylorschen SaU (34^ fl« 
entwjickeln; in ^dieselbe («> + */ statt /^ aeUen. 
Dieses ^ebt 



o'^"" .^ 



44i. .(«,+*+k/ « («,+«/+ 4C«,+«+«)'-(«^|-«f)^) 



• # 



WO i eine willkurlicfie Grfisse ist. 

I 
IL Setst m^B 0c cs 6 und ^ s ^^ so erhait 

man ; 

• ' ■ ^ ' ■'---' 

vebhw sich anch, wie folgt, schreiben lasst: 



2*3 •••• S € 



7^ 

Dite cf ste AblcHun^ der fiUcultat (u, + */, nach 
der M^re^ m genommcn, M 



\ 



L 



'. » 
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II. 



71* 7** 



EntwUkehotg der Facult&tea 

i. (.^+V=:^">-^^^;--<"^>^ fur t = 

Di6Ms 'ipiebt y yrttv^!^^ der Gleichung (44i0» 
444. •- (u,+*f =s ~ Kb, + *+ «)y-Cii, +«/ 



X. 



•» 



Dflfn Log^ritlimen der Facoltat {^^xY erhall 
lAnn darch Yeranderung der Different x^ wena] 
Bfuui in den allgemeinen Taylorschcn Lehrsaiil 

*(«»+«)'' •toft fx tetist, welche* " 
und fijbr IB ss o and ib ss tc» 



l^bti 



;«• 



' WoIUe .man dieee AUfdrilcke weiter est^vrik* 
)kt\a I 80 miisste man noch erst eiae viertt Grand- 



7«. n. , 249 

dUrch VerHnderung der Differenzen. 

^ ■' ' . • '' 

Gleiohiing fllr di» FacvltHten aB&tellenA weil die 
drei oUgea Grand ^-Gleiobungen, auf Mrelcbe alle 
biftherigen Entwickelungen beruhen, c&i umerHnder^ 
Us Verhdltmsi zsvhchin der Bask und Dlfftrenz^' der 
\ Vacuh^en "^oraussetsen y wie solches aas der swei* 
ten GrondrGIeichang (2840 deatlicfa su sehen ist 

Diese vierte Grand- Gleichunj^y welche aller- 
tfdiogs , .ohne die bisberij^ea drei Grand ,-Gleichan-/ 
\ gen and die darads abgeleiteten AusdrtLcke sa mo- 
I fifidren, .oder ibnen i^a widersprechen , iUr sicb 
aUeln aa%esteUt warden kann, weil tie sa dea 
buheri^en Aiudrttcken nicht iidtlii|> wAr, ^nd alto 
I far tie vtilUg gleichgttltig ist, Iriirde fiir die F«. 
I" cnltfitea aein , waa die 61eichaii|;. 

filr die PotestSten ist. 



^ Da At allemal so gebildet vrerden mass, dass 
I sie dea Fall der Factoriellen oder rati9nalea Fai 
I Gultatea mit ^dmscbliesst, so k^nnte man daraaf 
' irie folgt kommen. • \ 

I. Man schreibe die rationale Facalt&t (u, -f"^) > ' 
wo.'alBO in and n ganze Zahlen sind, wie folgt 

!446e ii.C24 4-mx)e(u +amacXCu+S''**)^—C«' + ('»-0*^*^) 
B+ax).(M+(in+2)af3.(i<+(amf2>>.(iM.(3mf2)^^ 

so ist leiebt sa s^eo^ daM diesel|»e^ aach ab ein 



/ / 



L » 



,/ 



25o 



S, 



EntwicJ^Umg der Feuult&^en 

Pro4act tod ifi ^nEelnen Factoridlkn betrai 
werden katta , nemlich als das Product 

447. (u,+*)'*= (u,+mAr)".(u+«,+m*)*.(a+ 3if,+mx)». J 

welches aich auch, weno man will» von Nentnij 
ivieder al^ Factorielten , oder gleichMm aU FaOOfl 
TUSm zfve&er Ordnung*^ wie fel^, schreiben 18mI 

448.' («,+*)■" = ((tt,+»,+msr)"V. 



n. D^ae iiir l^iiciomam oder rationale Facok 
tSton^ alto fiKr ganssahlige m and n geltenden Aus*! 
drjiicke kann man nun aaf FacubiUen aiuddmen, 
da$ heisAty din Ausdruck auch darni gdim U»sm^ \ 
f^tnn tn und n nkht ganze^ tondern i€li€big€ JBMm 
$md. 

' ■' . • ' 

III. ^ Ware bios m and ,nicht nothwendij^ sa« ' 

gleich n eine ganze Zabl^ welches Aer oibige Fall | 

der A^sdriicke (442 and 446.) i^l^ so ware (»i'-f-^)'^ 
«eia Product iron m FacuItSteny deren Basen die (fihf 
UfU'{'Xftj{'^2xB.B»U'^Cm'^i)xhildeny wie (447^ 
abcr nicht mehr yon m Factoriell^n oder Produc- 
ten aquidifferenter Factoren^ wie (446»> . 

Diese Factoren kann man nun auch weiteranf 
eineirlei fiasis bringen. NemUc^h^ verm6ge der 
Onmd-Gleicbung (2830 ist 

44g. («4.y« a.«)k-a-^fd2!^. 
JHesea giebtj wenn man m^litatt » setoff ^ 



•s, 






/ 



I 



460. (u+m/«,+mx)'asi^i-ij — i-—. 



«bo 



(a+,,+m,)»:=^ill±J:i^: 






46.. < ^"'■*"'"'^',„ 

etc., »l60 in (447.)., 
462. (u,4.«)^s= 

a- 






I ' IV. Weon mail ants dieseni, oder depi Aas- 
dnicke (447.)$ auf ir|;endveine W«ifle» mit tliilfe 
der friibern Ausdrucke, die Grosae (ii> 4^ m ;ir)'^ ent- 

\ ^ickelt and in' (if, 4*^)'°^ ^(^^ Facultaten, d6reii 

< Differene nicht mebr m^r, g^ndern' x isty aiisge- 

dr&ckt hat, so kano mati, alsdann^ in den Aus- 

driickett (442 und 445*) die Facultalen (tr^-f ^0^ 

(Uy'^SO'^ etc« anf Facoltaten wie (ait*<H*)^» derete 
, Diffei^ns' nicht mebr Se^Se.**.*, sondern bloss 
« i«t, brini^en und danacb die AnsdriidLe (443 and 
44&) amformen, 

• Da aber dieselfmformungen, -weni|;«tc^ sOrdem 
Zwed^ei, den ZaNm^fffCmk vpn Facnltaten and di 



a 



H«i 



I^^IF 



li 



I 



a5e / H^ 7! 

^usammenstellung der biskerigBH^ 

Form der Reihen ^ darch welche sie ansgedrai 
werden ktooen, ixl fiadea, nicht mehr wesentlif 
nothig^ i^t; well Bcbon oben diese Aaijjabe &iif v< 
•chiedene Weise geloset worden^ so woUen 
•ie fur dieses Mai dabingestellt seio lassen. 

Zusammenstellung der bisherigen^ die Facut 
taten betreffenden Ausdrilcie. 

73. 

J. Grund - Oltichungtn. 
465. (u,+*)^'^=(«,+x)^(a+y«,+x)* (38S.) 



464. («,.+ «)= - ^y 

'466. ■ (u, + *)' =i u (285.) 



(084.) 



It, Unmitttlbare Folgtrungea au» -d*n 
Grund .i. Oltichungtn. 

466. (tt,+*)^^''=s (",+*)"(«+**,+*)'' Ca8o-> 

467. (:«, + *? = O'+Ty**^ ^9®*^ 

U 

•• ■ . '4^ ' ■ ■ 

,46o. («,+»,+x)r = ^ill±i^ (294.) 



# 



u. 
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^jl^acuU&ten betreffendkAusdruche, 

' .1 



., (a,+xr^= 



(u— )r*,+n) 



y (296.) 



jtJl y^(7gemeine Tajlorscht Enttpicke^ 

lungs • FotmtL 

?;$fr°'^ [/ (X + 3«)-5/(x + 20 + 3/(x + ,>-/x] 



v 



Y. 









2 



ni«Cwi-i).(m-fl ) 
a. 3 



/(x + 0n-3)«) 



±/x] 



(344.) 



1 /(x+ft) = /'x+(|,-i)\A/: 



' I ■ ' ' ;, .t — » — » j •-=/x 



c 



1 



IL 



9» 



ZusammeiUUUung '^ftr bishtH§m^ 



Die Grosse -^/x bedeatet die Different m ter Oi4^ 
ntmg^ von d«n Grossen , 

«o das^ aUo 

A"* 



€ 



an- 



A» + irw)— m/(x + (m— i) «) + "^^TT /C» + Cm— a) 



i.s 



'y* • • • • 



• +/«• 



if^. iliis^r£2ci€ f&r FacUlttttn, n^eZcAe '^ 
durcA y«r&nderung der Ba » i $. g«/BM- 

4en wtrdtm 






1 



........ C37»' 

oder 



• ••••• 



• • 



t. 



4 -L, +(fc,+r)".(«,+x)y-».C>',-i)» 



Die«eaiat die^ Itinomial - Eormel fftr l^acoltatem 

. . vv^ r .,yr . *y I fe>(^'-^») jy*0— *) 
468. (ii+fe,+*f =C«,+fc^[i+ -f + — ij— ;^;;q:ijj 






IS. iL 055 

Ks. («,+ !/=(*,+ »)>-!) [—^-^ 

M X wiUkftrlich i^t. Far x.=s % iat 

^(.,+.)'=(.,+i)t.-J+!^tJ:fc^...], 
F . ' . (2^5.) 



■53-— — 3r^- • • J ^^^ 

fea. («, + if :p (I, + xT^M fy + l^>^-i) 

La * 9i 

iese Ansdriioke dieneny eine TacaltMt fluberech'* 

>^ wenn man eine andere mit der aemliclieii 

ferens^ und dem nemUcben Exponenten Bchoii 

inU Die Auffdriicke (470 und' 471.). conyergiren 

r^ wenn / and k po9itiv aind. 

■*" 3 M"+^K« + 2x) • • • 'J 
PieMa ist der Ausdrnck der wsizn Ablekung der 
pacnltat (zi^-f-t)'^ nach der Basis^u genommem 

5 « V »T -» — „ 2 •|4.(«+i)"*TM.(«+x).(o+a*) 



^ » 



••M 



V^ 



• * 



• I 



\ 
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» 
\ 

DieseA itt der Aiudnick der crtren Ahldiung dm w^\ 
tfiiAehtn LogatMitnm derFacalUlt (u^-f-x)', nadid^l 
B««is u grapnunen. 

476. >+*,+x)' ==<«,+«/ 

welches ein Aufdrnbk des natiirlichen .LiOgaridi^| 
men der FacultSt •(u+k, + x)^ mit hinomischer Ba-| 
$19 iat. Die Zahl m ist wiUktirlich and die miti 

• • * ' ' ^ -' • • ; 

•— beseiclineten Gr&ssen bedeaten die Differensen doH 

n 

Yerscbiedenen' Ordnungen von der Grfisse^ Tor w< 

cher 6ie stebcn. Z. B. die Grosse ~j- •(tt+>x,+x)'^ 

welcbe die ttbrigen mit amfasst, bedentet die«n 
Different nter Ordnung, der Grossen 

• t ' ' j 

80 daBs also namentlich : 

- . * ■ .i 

i«t. X, ■ ■..,-■•-,• \ 



I 

1 



• I . 



/ * 



I 



>9s-; n. ' " 257 

dieFaoiltdten hetrtffend, jhitdrmfk^ 

'Dieses ist ein anderer Amsdruck des natiirlteli^in 
HLogari^men der Fi^cultat niit binomischer Basis 



A" 



(u-^k^+x)^. Die Grosse-^^Curf /ap) ist die 
^rens itter Ordnung der Grrdssen 
\ *^-fyx), >+(j+Oix),'(«+Cy+2).*J,'(M+(y+5)x)...., 

V 

SO dass also 

I ^ n;(n-^ '1^^ (y+n~a>) . . . . + > +/ x) 

i^ ist. 

>Far.u-saa vm^ x =5, 1 ist ■ 

479. •(»+ik»+»7= V>+i)^ V 

I 



»*. . 



X -»» 



•♦ 






/• - 



Die Reihi^ (47fi0 cofly^rgii;^! Vamcr^ eo lanye u, x 
Qtid u4*>^ poaitiv siad^ Ton welchen Hedinipui. 
^«ii die beideh erstei^ von' der Reihe (479.) erfUitt 
WM*den* Die ReibtMi .dieneft, deii Lognrithmen einer 
Eacult&t sa berechnen, wean man den Logarithmen 
/0iner andem Fac^ltSt, mit der. n^mUcbea Diffe* 
t«ens nnd Basis^ schoA keniit. 



V. Ausirlicke fur FacultUten^ welche dnrch 
Ver^nderung dts Exponent€n ge/undtn 

iv^rden. 

*■ ■. -• « V . . y 

■f ^^7;;•y-^^X (^W-5(u,.■^,f^■5(«.W-r) 

'.■.... (4*6.) 

Oder 

481.. («,+*>'' =»+f. 4 ^''' + *>* 



. y-(y— ^' rrr trrV 



n 



^ >>(>-.)...,f^>fn~. )0 A (^^.,^. (4»7.) 

9.3 .^mH^ (.f^ 



Die Bedeutnttg dor Grdsse 7-r;;(''f + ^) , ««iff^ "^^ 
an dem AiMdrncke (4850 deutlich gtnttg^, . 



/ 



. t 



jfr •'_ II., , ^ ■ ' 256 . 

• , ■ ' • V X 

Mr « s 1 ist 

+ ^'^^'"^fl^ ^("* +»)*-3(«,+«)H5(«,+*)'-i) 

t ............ i .. . <4iB0 

F&r u =s 1 nnd x :=: i ist 
; 485. -(u,+i)y == i -f J'Ci.a-l) 

'; 4.>lJ:=ll>(,.a.5^a.i.a4-0* ' 

. 'a-j ',■-'' •"> 
. (4ai.) 

Diese Aui$driic1iQ aind samnoitlich rdm Emmektlimi 
gtn der Facultat (w, + ^)^> allein sie convey- 

' giren nicht nothwendig* Dieses ist erst insbeson. 

I deoe bei ilen Att&4i;^<<^<^ desiX^^^Ubmeii «i^er ^ 

I Facttltat der Tall. 

I : -. . • C : . . f] (427.) 

; Dieses^ ist der , Aasdmck d^r ersien Ableitung ei* 
1 ii«c Facoltat, nach dim £spoiifJifceii ^•ttQiniaeil. 



/ 



\ • 



s • 



\ 



z' 



a66 



II. 



/ 



78. 



.w » 



/ 



Zztsanmtemielhingder hiiheri^mf 

485. 4>>+»/=-(«+>*,+*f 

/ , - • 



• •••••• 



• • (4a8.) 

> • < • 

Didaof ist der Aiudniclc der ersien.Ableitong des 
natiirlicliea Logarithmen eiaer Facultatp naph dem 

Exponenten genommen. 

" ' » * •- 

486. •(aj + x/ = 
Oder 



a— I 



• • • ~ ■ ^ i,a.3..j.B '^-t V <y . . . . (438.} 



wo 



,a— 1 



488. ^.(•a)=:'(u + (n-t)3tK'»-x)'(" + (»-2)s^) 






^ 



ilt* 



Flir tt'sa 1 ^«akd>» ss ^ i«t 



i 



•. "J» 



78» 



X 



ft 



261 



<fi!0 Facuitiit;9n4fetreffemL AMtsdrucke. 

~ 3.4.5. '\m&)"'; ^ 

I • • ' • + 5.4.M.n' ?^^ 0'... <f 9.) 

IlKese AofidriLcke geben die Wertlie des natiirli- 
jchen _Liogpar£tfamen eioer beliebi^en facultlit./ 9i9 
tonvergiren immcr, so lange u und x posfdv sind. 
[Iter Ausdruck (489.) also convergirt unter all«p& 
Umstanden. Dieser Ausdriick ware daher voraug- 
JKciivzar Berechnung der Zalilen-Werthe von'Fa^ 
Icnltaten geschickt £r ist auch fur alle Falle hin- 
^eidi^nd', weU »ich alle Facultatfeo^'verimttelsk i^ 

[AwdtriiAs ' (469.) auf die FacultSt (i, + i)^ bria- 
kea' laffden. ^^ ^ * . 

Da in (489.) ^wie man siehk ftur die einc ver- 
knderfiche Grosse y vorkommt, so lasfteii vsich' 
inch £?ir Faculffiten bequem Tabellei^ berechnen. 



Wie far Logarithi^en*^ < 



FL AuMdrucke fiir FacultHttn^ Uftlche 
durxh Verdnderung der Different ge^^ 

Aund€n wtrden. 

I 

............. (44a) 



^ %» 



/ \ 



. ' 



V 



r 



L: 



f / 



\ 



2^2 II. / ^ , 73. 

I 

Zusammenstellung der bhkerigeti^ 

491: (u,+,)ri,ft.,+o/4^ V+o/+^^.;i«,H^ 

•' * *^ TT^"^ — -•-i(«>+or • • • • (445^ 



.] (445.) ' 



riL FUrtt Grund\ GUicht^ng fUr 

FacuUuten. 

494. («,+*)■" =8 r(«,+ *,+mx)'*)" (44«.) 

J}it»es giebt, wenn m, liteht kh^r nothw^adijpvn,, 
€}hf j^anse Zabl ist, I 

496' (^f*)*^ = (M,+»n*r. («+«,+maO".Ca * ai*,fn«)*"' ^ 

r ^ •♦ C'f + ("J-^Oat, f ptxj* C447-5' 
odcr / 



■1 



i 



nV 



H. li , {863 



fgfi. (u,-f.*)«'=5 



»+ — a+ — m' 






m 



(Uj+iwx)" .(u,+in*)» ....(a,+im:)' 

, (46a.) 

}J}iaeg Bind dit ^ ganz aUgemein, fwr jede btUebige 
Basis tmd Differenz und fUr jedtn bettebigen MoCponm-* 
im gdtendgn ^Ausdrikkt filr FacubiUen^ welche man fair 

dUy wtnn man in dtr y dm FacultMt (U|-|~^^ bezdfhm 
(Unden Ckkhung 

d(e Grbsn « durch u, x^ y auszudrUckm sucht und w 
ifm Ehde tntlich u^ zwtkens y^ drittens x nrUndirt^ 
)vie €$ iAm aeschahe. 

o ^ ,■■<•» 

Man kann nun die Att%cbe, wte b^i den P0« 

iMU^teh 9 auch umkchren y wddies auf drei iHm^ 
8Ciiiied€ii« Arten mo^lidi ist, afai^^ static aas u,*^. 

« 

HQd / , viflmehr 

u aus X, Jy ^ . 

X aus y, z, M 
y aus X| li, jt 

snehen, w^kb^s noch iz^ica verMhiedenf Aafgab0)i 
and £ai%i€k#laiigiM ^iebt, weao dia £atwick«lui«S 
d«r FaouttaMi /^ra^hopft xr^rdea #q11. Wir |tb« 

\ I 



/ 



b 



\ 



\ ^^ 



y 



'n ' ^ \ 






y 
\ 
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:jiiisammehstellung\d0r biskerigeHf 

ftlrahiren iiir jetst yon di««ea Entwidkelttageo^ sa 
l¥,«lchen aach.ooeli n^ae Kui^stgriffe aotbig seiii 
dttrftaa. ^ \ 

• * ' ■ 

Wir begniigen niiA fiir di€6es Mai mil den obi- , 
^en . directen Entwickeluogen des Werths z eincr 

Facuttat Cz^-f^^) # welches die Hauptaache iit mid 
am haafigsten gebraucht. wird. 



75» 

J *. ' • > 

Wie mail sieht , ist nan bier auf ganis allge- 
meinem TVege ausgefiihrt worden , ivas in einsel- 
nen besondern Fallen der Aufgabe^ weiilauftig und ; 
achwierig^ ja jsam Tbeil miituafiibrbar sn scin 
acheint. Aucb dieser Fall seigt also deadicb, wie' ; 
nutxlicb and nothwendig in der Analysis eiQe mo^ | 
&hst allgenieine Bebandlung der Gegenstande ist 
Die Wiederfaolung dieser Bemerkung darf^ ihrer ^ 
Wlcktigkeit wegen^ nicht unterbleiben. Die AUg^ 
mmnfrnt ist dem wabren Wesen der Anajyais ei- 
geii« ^ 60 lange man die Analysis anders behan- 
delt^ wird sie surnckbleiben. Zwar pfiegt mant ; 
wenn man die synthetische Methode rertheidigt { 
und das strenge stufenweise Fortschreiteii vom Be- 
•ondtrh snm Allgemeinen, auch far den Calcnl , 
empfteblt^ g^g^n das Princip der Allgemeinheit 
ein^nwenden , dass es for einselney Ton allgemei- 
nan Ausdrilckett niitnm£asste Falie AuMnahntn ge- 
bea fconne, in Wekliett der aUgam^ne Ansdruck} 



. II 



c 



^- 



» « 



dieFfumltqteip bebr^ffend^AusSrucke^ 

W0QI1 nlcht irre , so doch den Aikalyaten von deii 

feehten Wege abfttbre. IHese Behanptuof^ schdhst 
muichti^, aa« deiA Gmnde, ureil^ was fOr dk 

Kile richti^ isi, nicbt l&r mzMhu^ unter /Vncn mir. 
I bigriffene F,stUy unrichtig sein kano. Ea lasst sioh, 
' lehaupten , dass es in der ganzen JMTathematik 
^Dieht einen einsigen-Fall ^ebt, yl^o allgemeine 
fSatse und Ausdriicke, ' yorausgesetzt dass sie all- 

gemein und strenge bewiesen sind, etwas Uniich- 

tiges, Oder anc^ nur etwas Unnatiirliches geben 
• . ' ' ' • 

, li^nnen. £s konnen allgemeine Ausdriicke un&e- 

^aimmte Resnitate, s. B. von der Form — , odor — ,' 

Oder didrergirende Reihen geben, nie aber ResuU 
tate, die, als nnrichtig oder unbranchbar, Verwor- 
*' fen ^erden tniissten. £s kommt immer nur darauf 
an, d^ss man die ^Ausdriicke > welche man findet, 
ia ihrer vrahren Bedeutung nimmt, and ihnen 
nicht etwa eihen Sinn beilegt, den sie nicht hiu. 
ben, Stossi man auf Falle,, in welchen der allge-^ 
meine Calcul sweifelhafte Resultate giebt, so ist 
68 besser^ Verdacht gegen die aufgeStellte Rech- 
nung £u haben, als gegen die Analysis*. Man 
operire nor richtig, so nvird sich schon finden, 
dass nicbt die Analysis irrte, sondern der Rech- 
n^r. Die Mathematik ist in der That mfeMbar. 
Gegen jLhre Ausspriiche giebt es vreder Einwande 
noch Zweifel, selbst wenn sie. unbegreiflich waren^ 
Kommfan solche Falle vor, so sind diet Resultate, 
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der Konst der Berleituo^ vor^eeilt IH« UoTtrk 
itttndlichkeit einei R«»UaU dautet aaf cine L&ck< 
.in d€n VoefaandeiLen SStsen , sad dann iH t% 
««r, diese Liicke aastafoUeil» aIb 4U1 EesnlUt 
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er Zwedc dieter B«merlfuigeB ist nickt Au^ 
T^lUtSud^e Thcorio der WinkeUFdiietimeii mit^ 
jilatt ihren Entwiokemiif en , sonderH nut- 
, ErstRchj ein Versach, den analytischen Theil die^' 

r 

set Tb«orie g'enauer TOn Aem geometri^hen ^ 
%xi mttersefaeiden imd deo^^ Zttsattuftenhan^'* 

L 

bsider Theile aMher m untersuehen $ deagiei* 
' chen die Thedi>ie» in ihrer weseotlidien Yer-* ^ 
biftidiui{^ mit der/Theorie dtr Sotertslten, rein 

f ZfvAtns. Einige, die WinkeUFanctionen be* 
treffende idlgemeine .Ausdriiclce, welche bis 
jetet flir^ eiiiselne Falle unricbtig y ^der we- 

I nigitens unbrauchbar 2a sein scbeinen, na- 
* mentlich die Ansdriicke beliebiger PotestMten 

des ' SinoB i>der Cosinas einea Winkek, darcb 

\ ■ ' ■ 

1' die Sinna nnd Cosinns der viel&chen Winkel 
ausgedriickt ^ tind amgekehrjty su erlautern^ 
and £a seige'n^ dass auch bei diesem, in der - 
'J^at Jchwierigen Gegenstande, die aUg^^iei^ 
nen Reaultate" der Anal]^>is vollig genan sind. 
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Die analytische mtd' geometrtichs 

find dasa %t! nar auf Vollendang Act Redi- 

nun^ und auf ein^ richtige Erklilrun^^ der 

Aasdrttcke ankommt. 

Dieae GegeiMtfiiide sind schon fuLr dietUemeate 

der Wissenschaft interessant fiei dem era ten uU 

ine bekannfty noch Mehrerea sa erlaulern iibrij^y 

bei dem^ sweiten iat eine weaentlicbe^ und swar 

aeUr ilble Liicke vorband^o^ weil ea nicbt aowoU 

auf Etwaa noch Fehlendea, noch nicbt Erfandenata 

amdem Taelaa^br nor aol vfchlifaa 'V0ra«»b«in<Tl4 

SHtoeSa Mkanmt, di^* oh^efa^ a^tt laug«r SMr 

Yorhandea, dimodi. Qir wtMbie fiiUe nawrt'Uitag^, 

IMaao Avaaafa , ilar £xiataiiB etnas Blaogcb 
HelMMl laban ao kfthn » ^rua daa Uotamahmen ^ ihm , 
alvMbattes* War w.^Icft dia imaaa^pe zu rtafctfer-* 
tifan auabtto:^ Vfpd'daa Uatamebmen dar Abbttlfc 
l^ban ivir fiir (inaft yeraneih^ iibSr deaaan ISalia* 
gen daa Reaultat entachaadan: nauB. 
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Erst lick. ' ' 

\ / 

JJehff ^f*, dnalytische und ^eomptrische . Bfr 

• ■ '77* . • ■ •: 

r 

GewSbnUch pAigl maii^ die Eif^MChafteii der 
yifiiiiuid*»fimcHbli€n «ul der GcBUietrie) and Bti^a^ 
^m Aem > dnnofa die Beneiiiianjf Trigononmrk (iNU 
«u gMeaer 9.. Gomomitrn) beseicliiMtclii Thei)e der* 
Itfbeii hersmnelukm. Maft grtttidet ako SfitM vma^ 
Groaiiaii mit analytischen Kgenaoiftafleti^ die sicli 
tter 4ie ganae Analyai* ftist uaabsehbar verbi'ei^ 
toft, asf geametriache Bttgriffe, se, dasa derjenige 
Tkeil ^r Hhom^iitm , ana welch^ man sie her<^ 
irifmMy w^htirfihM mnusy ebe maa ihi^r in def 
Aftalytfia theilfaaftig ^rd und init ihrer Hiilfe iit 
dieaer WiMenBohaiSt waiter ]U>miiit. Selbst Iia^ 
Irang^e, dieser urn die wahre Philosopbie nod 
Qrifik .d«r malheuiatisdfaan WiMe&sehaReH so lioch- 
rardiente Sdirittstaileis verfaiir nooh in der neae* , 
ilao 2iait anf diese Weise. 

Das Verfahresi ist abar, wann man das Ver* 
te'Itniss dar Analysis fAit Geometrie nafaer betracb- 
Nt,, jQicht vrohl su biiligen. 

> . ftk Admbfdg nemUch , i^treng gini>mmm , ht dllein 
mine MtatJwnatik , iasofem man unt^r rdnt Matbe- 
maiilr t reine. Vmmmfi • Wissenscfiaft ofane Ann 
fcfaftttiiAg ir^ratfbt« Die €e«>matrie best^eht ichen 
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1 

nicht'obn^ AHBchauungy alto nicht ohne ShiiSdiu, 
Erst die Verbindtiag der Analysitf mit, ausser jhr 
liegenden , swar ebenfalls abstracten , aber aiif 
Amdimtung ge^riindeten fiiegriffen lAt Gzomttrli^ 
Die yerbindan^ der 'Geometrie nnd der Analysii, 
Oder letsterer/ nnd reiner Begriffe vom Ramne, 
weit6r,^ mit dem BegprxfTe yon Kraft , der in dem 
Begpriffe von G^tfchwindigkeit liegpt, welclver in^ 
derum eine Zii«asiimen«el8nn|f . der Bej^riite t#i 
Banm nnd, -Zeit ist : mittih eine Verbindnnf^ d«r 
Analyais ittit ^den . eig;entbiinitteben, anf Atmdbskvixai% 
fegFttndeten > aiao im StniilichenJiie^nden Begri£* 
fto \Qtk Rawn, xmA Zdt^ - i«t Mechanik., Aeome* 
trie nnd Meebanik entateb^n nvr ^rat ans Verb^ 
dnbg der Analysia mit SStMn^ die swar allerdiagt 
Yon den individ^ellen l^genscbaften der^Diag^ ab- 
strabirt tind md mf allt Dinge gemd^s^^ftiich pm* 
tent 'die aber dennotb der nUgemeinen^ OeatidtiBU 
ge^ des Sinnlichen^ des Raama nnd'der Zeit^be*! 
diirfen. . ^ ^ _ ^ 

' Die Analysis dagegen ist retne Yeramait-.'Wik 
9en8cbaft| sie allein bedarf iemtr. An^cbauniig. StK 
jUegt ansser dem Gebiete der Sinne^nnd bestek^ 
wezin der Ausdruck erianbt ist, aucb nojcb nvfeser- 
/balb der Natur der sinnlichen Dinge* 
^ Eine sOlche Wissenscbaft und ibre Reinbeil 
ist aber nm so wicbtig^r^ da sie Txelleicbt die etji-^ 
xigty durcb sicb allein bestehende, reine, ^fisfnnts 
Wissenscbaft ist; denn schon^ wie gesagt^ Geome- 
trie und Mecbanik ^x Pbysik % s» w« konunen am 

dem 
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.Sedeutung der Winkel-Functianen* 

I ' ' • ■ ■ ■ ■ 

• dsm Riricbt 49r Sfone her un4 berteheiif obgleich 
rtie ihre eig«athiimIickeD , voa der Analysia nnab- 
}^m^en Principien .haben^ nicht. mebr, wie die 
Analysis, durch.^ieh inlbst^ sondem warden nurerst 
n^ iknr Hiiifi /'U ,eiQem .^eissensqbaftlicbeo Ge- 
i)>aude$ die so^enanQte MeiaphyBik^ oder die^ebre 
; vom sogeaannten tJebersio^liohen, ist voilends .woU' 
. eigenUicb nur eiiie verkappte Pbysi^^ die ibre 6ek 
fenstande im. Grunde mit dem Massstabe der sii^nr 
licben Binge misst, und statt^rscbopfendfT..j(>eS- 
[ afttonea^ nur Gleicbnisse uiid Bilder bat. . . .^ 

I . Was wUrde man nun von der einzigen rein^n 
Verniainfi-Wissenschaft balten miissen, wenn^mail, . 
' nacb dem fast allgemeinep Verfah^en der Matbo^ ' 
^m^tilcer flu nrtbeilen, glauben musste, dass vihx* 
Hillfe Yon der Oeo'metrie , nnd also Hiilfe aii^ 
dem Gebiete des Sinnlichen unentj^ehrlich sei.. £s 
^rde folgen , dass es wirlilicfa gar kiine reine 
. Vejrnnnft-.Wissenschaft gebe/ Obne Z^yeifel dairf^ 
|. diese Yofatellung nicbt sugegeben werden. Audb 
fiadet in der Tbat die UnentbebrUchkeit gllick- 
[ licberyreise nicbt Statt^ denn man di^rfte auf alien 
lall, am Ende nur, wo die Geometrie in der Ana- 
lysis erscheint, i. B« bier bei den Winkel-Fonctio* 
nen^ die SMtze, wie man sie in der Gepmetriefln* 
I det^- als Lebrsatse oder als Aa%aben, von aussen 
i> hes d^r Analysii^ hingeben, so konnt^ man wenig- 
I atens alle darauf bernhenden Eatwickelungen , von 
\ hkr aby rein analytiscb ausfdhren, obnesicb wei;ter 
; om die Geoinetri^ cu bekiimmern, so dass die 

C>8] 
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JJeberdieanalytisch» u. geometrisch 

. Analyftia weni^tens anf keine ^ei^e von der 6eo« 
metrie tibtunge und tma ohtu tit nicht wdtkr kornlm 
k6nni€^ Mleitk auch das JBerndunen ans der Geo*, 
metrie ist i^ebis^^lens nichi consequent, weil die Ana- 
lysis der Oeometrie^ nieht diese jener Toriiergeh^i 
uiid also die GeOmetrie wohl ans der Analysisy 
nicht aber diesei aus jener Satze h^rnehmen dar£ : 
^r die Elemente aber and fur den Unterricfat ut i 
es insbesondere wichtig , selbst den Verdacht n ' 
yermeidep , dass die Analysis der Geometvie be- 
diirfe $ denn Nichts ist wohl in der Mathematik, j 
und fiir ibr^fi vbrfi^glichsten Zweck ^ die Bildnn^ ' 
des^ DenkTermogens^ uiid der TJrtheilskraft , .naeh. 
theiliffer, als Vermengung der Begrifife^ welche 
durch jede^ wenn auch nur scbeinbare Voraas^ ' 
nahmt tinfehlbar entsteht^ die Lucke ungereclmet, 
dass man, wenn man, wie von aussen her, anf { 
einmal eine fifemd scheinende Anfgabe in der Aiut-j 
lysis antrifft, den wahren Ziisammenhang dersel* 
ben mit den eigienien Satsen und die nothwendigeu 
Folgen aus d^nselben nur unvoUkommen pder gaff 
nicht erfahrt. 



Die Gewohnheit, die Winkel-Fnnctionen , 'ab 
. ein Eigentbum der l^ometrie , aus dieser in die 
Analysis beruber^e^ nehmen, ist als9 in jedte 
Falle nicht ku billigen und demGeiste einer V^ssen- 
schaft, yrelche beslimmt ist, das^ Denkvermogea 
an Ordnung und Schlossrichtigkeit va geifohnen, 
nicnt ang^messen. 
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Bcdeutung dor Wihkel "'Ftmctioneii, 

; Bie Art, wie getrSbnlicb das. Gtertiberoehdm 

~ • - * 

ri0r Wiokel^Fonctioaca. geachieht, i«t ooch Went* 
{per sa billigen. 

Oew5bnIich nemlicb beweiset man aus einei^ 
JLrea«.Hgar die Satze 

/ 

(sin (jr-|-A) = 9tra X cos i --|^cdsi» Aik und 

fix ewei Wink«(l x und ilt, iirtn Summe rdcht Ubej 

lien ^nten Quadrantm Imamgtht. Fiir grqssere Win- 

lei bleibt 'die Formel unbcwiuin. Diese Formel nun 

IBhrt man in die Analysis ein und gebrau'cbt sie 

tXt Jedin belkbigen FVzrth \on x mxi k, MAn geit. 

;^Iso offenbar von einem J^esondern Falle^ ohne 

^veitern Beweis , s^um Allgemeinen uber. Erst in 

der nenesten Zeit bat man Mcb urn eioen allge- 

l-iiidnen gtomttmchen Beweis der Gleicbuingen (497.) 

fir jedes x und k bemiibt ^ bei welcbem wobl aber 

> aoeb Einiges zn wiinacben iibrig bleibt* ,. 

Die gewohnliolie l!infdhran^ der WinkeU 

i lanctioneB in die Analysis ist also der Conseqnenz, 

\relche der Matbematik so ganz yorz&glich notb- 

\ wendig i^t, vrenig angemessen, und steht in 4ibeln 

Widerspruebe mit der Strange, die man in :so 

^ielen andern Fallen bei Beweisen und Herleitna- 

I gj&Q , mit Recbt verlangt. Bei den Alten , die «.ebr 

'wobl wnssten, dass fine Matbematik obne die ge- 

bandenste Coosequeuz und Strenge. keiue M&tbe^ 

matik ist , und dass gerade diese beiden Eigea- 

'sohafiten -ibr i^^bres, inneres Weseii aosmacbeii, 

t ..'■.■■ 
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Ueber die trndlytische u. geometriscke 



man - SofcwScfcea und L^ckea solcher Airt rA<3^ . 

leicbt trnd btrfLanntlicIi sind die Alien, namentKdi 

EacUd und Archimed,. in Rucksioht dei^.Coiue- 

' ^aens und Streiige> bis jetst unerreichCe Ma«leir. 

Ein TcrsucTi, die ThcoricderWinkel-Huncti*.^ 
' aen iiftber £a erlautern and rein analytisch sube-| 
grundeli^ scheitft alao vreai^stena niclit ilberfliUti(i 
ZJBL seiik 



/ 



78. . 

Wir vroUea mit der Unteratichiuig der An*^ 
^ri&cke ,der Winkel-Functionen selbst anfans^jiy die' 
man aus der Geometrie in die Analysis einrafuhrea 
•pflegt* « . N 

Gewohnlich sind seiches die beiden AHsdrucke 
(4^7.), ^u. welchen noch hus 4ir F^iir die Be^ 
gungen hinsekemmen^ dass £• B. sin x fur «&=:nji,' 
-wenn n eine ganse Zahl bedeutet, verscbwindet ua^ 
cos « fiir X == nn gleidh + 3j fur at r= (n 4- i)tf 
gleich -^1 iBt, welche Bedingnngen aber aus dtr 
Figur nicht DhneSchwierigkeiten genommen ii^erdeo* 

Wir^woll^n i&uki^chst fiseigen , dass nicbt'so 
Viele Vorauss^zungen nxitlng sind, sondern im 
alle Eigenschaften der Irigonometriscben Lioi^ 
durch einor^unzige Formel^ «U welcber man eot-i 
.wedcr eine der beiden obigen (497.)> oder cintei 
damit zunachst Yenvandte Formel nehmen kana,! 
inso/ern sie allgeniein betinestn irty ausgedriickt 'wer-,{ 

^en. Dieses wird schon /Ur dit Ceomttm nutiiichi 

> / ' \ 
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Bedetitting der Witikfil' 

•etn ,' Weil dieselbe auf diese Weiseaur 6ineo eiti* 

* • • •' ' » 

sigen'A^tfdraok allgeinein i^u beweisen braiicbU' 

L Wir woUen «ar Grand- Farmel diejenig^ 
far den Co5inai de» TJnterschiedes isweier Winkei^ 
IiIXa^ den Ausdrack 

498. r cos {x—yX =; toz x axsy^ rinx sinjt 

nehmen, in derselben ab^r^ um schoii gans von 
dem Kreise £a abstrahiren, und den Ausdrack, 
-von hier ab , nnabhangig von d^r Fi^r und Ne- . 
jMnbegriSen ^ti behandein y die durch cos und tin 
fceKeichnete Abhan^gkeit als nocb nobekanntbe- 
frachten und den Aasdruck allgemeiher durc^ 

499. r^(x—y)ss^x^r + fxfy 

I be^eicbifen , unter der Voraussetsung , ^ dass der 
Aasdruck fur alle mogliche Werthe. von x und y 
Statt finde. F^on diesem jfusdrucke fvottm wir btwd^^ 
fen^ dost detsdbe^ ohne weito'C. fremde HuJfe wid JVe- 
hns'dbit^ alle trigonometrische Grand ^ Formeti umfasst 
\md doss ditst Formdn gata altan aus Uim abgtldtet 
\mrden kdnnm. 

. n. Man setae x zss^y^ so erbalt man 

iDa* in 90/ X und y. gar nicht mehr vorfcommen^ 
weil sie sith aufhoben. so kann diese Grosse nur 
jtiQch Constanten enthalten ^undist daber nothwen- 
dig sclbidt eine Copstante. ^ Bezeicbnet man sie 
lixLvch Qy so erfaalt man 

600. ar ss y ^* +/**• * 
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Ueberdie analytUche u, geometrische 

Ferner sets^ man in (499.) j ^si Oj so iiC, 
weil fpy fiir y r=s o, gleich a war, 

und da fo , 9ns demselban Grande wie bei 9 )^, { 

nothvrenldig cfbenfalls eiae Consftante ist^ welclie i 

heissen mag^ 

Tipx ^si dfpx '■\*hfx^ pder *^ 

• 1 

A^. '■^'^ — ^* 

b ipx ' , 

Iq dieser Gleichung bMngen die GrSssen r , -^n und 
b nicbt von > ab , also ist die Grosge ■ . yon x 

Q 

iinabhangig nnd jKyrar, so lange nicbt Zabler nnd 
Nenner derselben< sugleicb Null sind. Denn, im 

Iet2ten Falle ist die Grosse *r^ ^^nbestimiht und 

kann aucb veranderlicb sein and also aucb yon x 

abbangeui denn .sie kann alsdann 9c in Factoren 

entbalten , die nicbt zo^leicb mit ' verscbwind^n. 

fx 
Die Grosse ^^ — ist also entweder wirklicb fur jedcs 

beiiebige x eine Constante £• B. ^ex*' Grosse m' 

I* — ' CL 

gleicb, Oder in ■ - aind Zabler and Nenner «u- 
gleicb Null. ' .''-■: 

Das erste ist iiicbt moglicb \ 'den a setEt man 

X— s= m Oder /jcss mcoK, so erbalt man in(6^*} 

a T 
nr SSI g^jc* + iii*9^* oder qp«* =s iJ^** }*' 
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I ■ t 

I Bedeutun^ derWinhelrFuhcbiofpBn, 

f ' ' . 

I / . . . 

/des beHebige 9c^ w^ldies linmog'lich ist, weildie 
6ros«6 <pXy nach der VoraoMetsung, nieht con- 
stant, sondern veranderlicb i^t» 

Ea Lann also our -der A^veite Fall Statt finden, 
; das heisst: in (5oiO kopneu nur Zahler und Nen- 
ner zugleich Nnll s^in* 

Diesel S^ebt t-^a szo und ftsso, also rsscy 

. Oder 

Soft. ,a :=z ^o ^s: r und b zsz f-o zs o\ 

folglich in (5oo.) 

6o3. y x^ -j- /** = ''S 

wo r -^illkiirlich ist und also nach Belieben auch 

gleich 1 gesetzt werden kann* Dieses isty wie. 

man-siehty schon die Gleichung des Kreises, die 
^sich also ans der* vorausgesetzteti Fprmel (499O 
' Ulgemein finden lasst ' 

III. Iffan sct^e nun weiter in (49y.) « — y 

« t 

statt yf so erhalt xnai^ 

r(pyzs:(px(p{9c—y)'\^fxfQcr^j), 

oder^ wenn man mit r multiplicirt, * 

• "1 

od^r^ weil rtpfx-^y) == y x^y -{-fx/y ist (4g90 
r*qky^=:qf «* yjf +/«?/y ^ ^ + rfxfCx-^y^ oder 

und weil r* — ya:* = /jp* ist (5o3.) 

fx^cpy zs ^xfxfy'\'rfxf(x—y)f oder , 
, 604. rf(x^y)=:fx(py^^xfy. 
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« 

Ueberdie anaUftisqhe »* geomtetriscbt 



Dieses, iit f&t- den Kreis, die bekapnte tciffuioxat. 
trische j^ormel iur d^l'SiiMU der Difftrem sweier 
WinkeJ. 

rVv Man s0t£^ in (49§.) 9 ^ o ^ 90 erhalt 
man - 

/■ 
Qderi'iveil 550 s= r ond f ss; q i«t (Spa*) 

Diese Gleichang folgt auch aus (499.) iinmittelb«r, 
wenn man x und y Terw^cliselt. Dean alsdann 
yerandert (pxtpy -f- f^fy scinen W«rth nicht, hia- 
^e^enx^y wechseltdas Zeichen. Also ist rtplx^-y) 
^=5 ry— (x-ry) Oder, weon man y atatt Xr^ schreibt, . 
y y r= y ( "" 7) > wie Yorhin. 

' Die^ Gleichun^ (5o5^) zei^t, fiir den Kreis, all'^ 
gemein, dass der Cosinns eines neg'ativen Win* 
.kels dem Cosinn^ des nemlicben Wiokels^ positiT 
^euommen , gleich isU ^ 

y^ Man setse in (5o40 x =: 0. , so erhalt man 

oder, weil <po z^ r und /o == p ist ($o2.) r/(-rf) 
^-^rfyy alao 

606. /(— y) == — /y, 

Dieae GleichuDg folgt auch wieder ana (5o40 un- 
mittelbar, wenn man x and > verwechselt-. Denn 

diesea giebt'c>— (»7->)===/r9*— 9j/^»'^/(y--y)) 
alao, wenn ipan y atatt JP^-y achreibt, /{--^) 
=s — /y, wie vorbia, - 
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Bedeiitung ^r W^inkel^Fuhptionen* 

Die Gleichang Cdo^«) £«^t, fUr deo Kreis, All. 
Ipmeiiiy da^il der Siouft eiaes negativen Winkelt 
dem negativea Sinas des pemUchen positiy^aWin- 
^b g^eich ist. 

VL ]U[aii seUe in (499.) «— y stall; y, so er- 
batt man 

r9)(* + y)=sg)4Pj)(— ^) +/*/*(— y), 

also , well 9 (— ^) =3 9 y und /(— y) ss^i— / y i«t, 
. (5l>5 und 606.) . , 

607. ry(ar+y) s= ^xqjy— /jf/y. 

Pieses ist,. for den Kreis, die bekannte Gfeichung 
^ fur den Cosinas der Summe zweier Wiokel. 

, •• . -■■.■■ 

^ yil« Man setse in (5o4.) — y stfitl y , so er- ' 
I iialt man 

rfi^+Y) ==A9(— y)— 9x/(— y), 

; alsd, weil yC— y)=^^y und /(— y)s=— /y iat, 
r (5o5 and 606.) 

608. r/0r+y)=i/x?)y+9X/y./ 

I Dieses ist, fur d^n Kreis, der bekannte Ausdrubk 
fur den Sinus der Summt zweier Winkel. 

j . VIII. * Derjenige unbekannte Werfch von /», 
far Yfelchenfx =s'r ist, heisse |n, so d^^s 

, 609. fiin) == c, 

so ist, yermSge (5o6.) /^— |n) ss — r und ver- 
mOgeXSoS.) 9(+in) sc'o, Denn, da allgemein 
far jedes *, yx* +/*?*=: r* ist, sO ist auck 
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^ Uebtirdie analytische u^ geometrisch 

9>(+in)* 4./(±jn)» = r», also, da/( + iny 
= r* ist, (p{±i^y + r* s= r% TolgUch ^(±4n)* 
Bs^o* £s ist altfo 

610. /(i|n) == + r und (jp(i|n) ss 0. 

IX. Dieses giebt', wenn man in (507,) x ;=} 
. = ili^ sctet, ry(Hhn) c= — r*, also 

' I ' 

und, well allgemein ipx^ +/x* ::s: r* ist, y (+n)* 

Ferncr erhalt man, weqn man in (So?.) ^ =y 
= +n setat, r9( + 2n) = r*, also ?)(±2n)=:r j 
und iJas zugehorige /*(±l2n), ,wegcn (5o30> ^® I 
Torhin , gleich NnlL Setzt man von Nenem in j 
(5oy.), X = + an und y = + ^.t. s^ erhalt man | 
r9(4-5i[) = r*, also 9) (4;: 3n) s= — r nnd dss 1 
zugeh6rige'/( + 3n) = o. Fahrt man so fort, so '; 
findet man, dass fiir alle grade, Zahlen, die dnrch { 
nn beseichnet 'wer4en ktinnen, wo alsdann n jede 
beliebige ganse Zahl bedeutet, ' ' ' 

5i3. y(±2nif) =3 r, 

und fur jede ungrade ZabI a n 4- x, 

4esgleichen fiir jede grade und ungrade Zahl, ohne 

Ausnahme, < 

6i5. /(±nn) =^0 

^ist, wie cs' fiir den Kreis in der Trigonqmeti;ie 
beilkfnnt ist, wenn H den halben Umfang bedtutet. 
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Sedtutung der Winkpl'FunctionBn, 
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X. M^n setee ^ ferner in (607 und 49Qi09 ^ 
s= Hh n n aitd y ==: ^ n , so erhalt man ^ • weil 

\ f^±in) = « (610.) ^d AC^nn) = o (6x6.) , 
9)(H^ nil H^ |n), Oder 

6i6u 9>l ===^-— i-^ II ) == o. 

XI. Man setee in (6o40 9e :;? H^.2nn und 
y = ih Ji^) so wt, vermSge (610 und 6x3.) crsU ' 
lich r/(nh2nn — Jn)=: o — r.r= — r* und 2wei- 
ten« r/(+2nn-|- f n) = o+r.r = r^, ailso 

XII. Mari setze'in (5o4.) x=b + (a/i-f-OT* 
und y =1+ Jn, so ist, vermoge C5io und 6x4,) 
erstlich r/(j+:(2n4-i)n~fn) = o — r. — r= r» 
und '"/(±(2??+x)n4- in) s=: o+r,— r ±s — r*, 
idso 

. - 6x8. / ( — ■ — n 1 =5 + n ,. 

XIIL Ferner seUe man in (499.) x = 2nn 
und y 1= + X, 80 erhalt man r 9(2110 Hh x) =s 

► '■y^dt^ ^^d 9(^'*rh*) = 9^ nnd, yermoge 

(5o5.), 

619. y '4"(2nn H- x) ss yx. 

XIV. Man sttze in (Sog.) x ra? 4- 2nn und 

y=x, so erhalt man r/(Hh2/in-j-x) =s o + ^/x, 

also , 

6ao. /C±2nn,-(^x) =a: /Tx. 

XV. Man setze in (So40 x sr +(211+ x)n 
und y ±= ^, so erlialt man r/(2t (2n4-x)n— x) 
:s o •»{- r/x, also / 
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78. 



/ X 



Ueberdie analybische u» geometrischt 

621. /(dt(aw+On-*') — A^ 

XVir Man sctasc in (499.) un4 (607.) nemlich 
in rq>Cx±y)=Z(pXy)y':i:fxfy, ysjn, so ut, 

weil 9(|n) =: o (611.) und /(|n) = r, 
^ r©(«rh|n)s=Ifrr/x, oder 

522. 9 C^+Jn) ;=+/«• 
Aoir eiae ahnliche Weise findet man 

. , 633. /'(«±in) sss ±f»*. 

XVII. Schreibt man, nm die Fermeln, anf 

den Kreis angctwandt, besser in der gewoimten 

Gestalt SD iibers^hen, sin statt f^ cos rtatt f 

• nnd «r statt .n, so erhalt man foIgendS Sammliu^; 

Ton Ausdrilcken 

rcoj (jrHh^) sscoxjrcos^ipsi/txsiny (496., 607.) . 

tinx cosy + COS X my (5o4»y 6^0 

625. ^«iir^* + •^ ** = ^^ (5o30 

|cos(-T-»)= cosac (5oo.) fi»( — x)s=: — sinx (606.) 

sin o S3 <j| .i6oa ) 



(r sin(x + y)ss$it 



526 

\ 



( cos (-r*9C;)= COBi 

' (coj-o = r, Ji; 



527, cojr+ |«rs=o, J-inH: J*- ss ^r ^(5lo*) 






628* cos rh ir =3 — r (5ll.) J//I + ST =3 O (512.) 

Sag. (;os + 2nir S3: r (6 1 3.) cos ±(fin-{'i) w^ss ^^r (6ii.) 
63b. Jin + nirsiso (5i5.) 

65i. fOjr-= — "— V^^^ ^ (5i6.) 

552. «n(^-) = s«i(i^.) ==+ r (5i7 u. 5i«.) 
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Bedeutung der Winkel-Functiondn^ 

555. C0« Hh (2/i«r4:Jr)=5co«* (519.) 

534* «w(+;fin»+x) = W/i/+(2n+ i)ir-jc)= «rt* (5flo tf. 62 1 .). 

XVIL Dieses ist' die voIlstaQdige Sammlnng^ 
der bekannten trigonometrischen , auf den Sliius 

iind C!osiiitis sich bezicbenden Foirxneln,. aus weU 

r 

rchen, ohne Weiteres, diejenigen far Tangenteo^ 
; Secanten etc* abseleitet werden koonen. Allt dies^ 
[Forme/n Adnn^/i, wU man iiefit, ganz alldn aus der an* 
iVgvi'Crund»JRormtl ' 

[ 535. rcos (x^^y) = cos X co8y'\' nn x siny^ 

» 

. ohnc elk weilere Hilffe gefunden wtrden,- Daher ste- 
I hen die ^esammten trigonometrischon Grand- For*^ 
meln, sobald dieser einzige Ausdrack allgemeia 

I bi^wiesen ist , fest. ' 

I 

' \' 79- 

I I 

Man- sjBtze nun y der Ausdruck (535.) sei auf 
I irj^nd eine Weise^ gepmetrisch, ailgemein be^vie- 
I ^en worden, so fragt sich , ob sich nua vermittelst 
I dessdben die Grossoa c^s x and sin x y oder ip^ 
I nnd/oc selbst, in x ausdruck en lassen^ dean dieses 
j ^hoi^ Wesentlich zar Kenntniss der Eigenschaf- 
' ten der. durch 9 und f bezeichneten Functionen. 
t Wir wallen ^Solches durch die verschiedenen, obei^ 
i bei den Potestateo angewendeten Mittel versuchen* 

[ • Das erste bestehe darin , dass man die Reihen 
far ^x und fx^ * der Form nach, voraussetzt ttad 
die upbestimmteh Coefjlctenten sufhu 
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Usber die dnalytfscAe i/. geometriscm 

L Da alle Anidrftcke in ($. 78.) vou eiaander 
abhaogen, weil sie aUe aus dem eraa^n ^efandea 
werden^ ^o ist eU gleich, welchen davon man zur' 
Entwickelung- anwendet. Es wird "jjut «ein , deren 
f^w^i Ka nelimen, weil swei 4bhkngigkeits-Fonneii 
f and q> zu be$timmen sind. Wir wpllen die ^ei- 
den Ansdriicke 

636. r» == cp^c+Za* (603.) 

637- rfp{x + jr)=: q)K<py'^fxfy {5o^.) 
wahlen. 

II. Man kann, ohne die AUg^meinbeit su ver- 
mindern, y tsz mx fietzen, welcbes den Kweiten 
Ausdruck in r 9 (i + »») ^c = y x 9) (m *) ^fxf {m x) 
yerwandelty vrO m eiue willkiirliche Grosse ist 
Da aber die Ausdriicke, welche man sucht, auf 
keine' Weise von m abhangen f weil das Verhalt- 
niss Kwiscben x und y ganz willkiirli'ch ist, viel- 
mehr die ndmliofaen bleiben miisseny was aach m 
sein ma^ , 60 kahn man im Voraas dem m will* 
kiirlicheiqeo bequemen Werth 2. B. den WeFth 1 g^ 
ben. Hiedurjck gehen die Ausdriicke (636 and 637.} 11 

638. r* = 9) »» + /** ^»4 
639. r(p(2x) ==: (fxhfx*- 

iiber ixnd es kammt nur darauf an » bierans fx. 
and /x in x su finden. 

III. Da ^x = r und fx = o ist, mt x :ss (y 
(602.), so moss, wenn man fiir (px und/x Reihcn 
mit den verschiedenen raiiopale^n Polestaten von' 
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Bcdeutnug der Winkel'Functionen> 

t 

% voranstfctzt, diejei^ge fiir ^x nothvrendi^ das 
Glied T, ohoe x^ and die Reihe fiir/jr keia Glied 
ohne X ealhalten. ' « 

, Da^feruer/^x das Zeichen nicht wechself, 
wenia man — x statt +x setzt (5o5:), wohl aber 
/x (606.), welches, wenn man — x, statt *|-jtf setzt, 
gerade den entgegengesetzfeen Werth aiinnimmt, so 
kann qpx nur Potestaten \0n x'mit graderiy fx.nar 
PotestSten von x mit ungraden Exponejilen* ent- 

r 

halten. 

l; Man kann also nur setzen: 

64o, ^px = r-f- ax* -|- /Jx* -J- yx*.... und 
i 64x. /x =iax+ iJc» -|- ex' -{- dx^.... 

IV. Sabstitairt man diese beiden vorausge* 
Isetzten Reihen-Werthe "von yx nnd /x in die 
lAusdriicke (538 nnd 53g)> so erhalt man 

1542. r*==:r*-|-fi''«** + 2''/?x*-{-2ryx*-|-2''^*S*.^ 

+ a*5c*H-2a/Jx^+2ayx«.... 

"^ a* il'^ '^ 2atx^ '\'2acx^ -f-Sfldx*.,,. 



ittod 

|W3. r»+4«rx»^i6/Jrjr*4-64yrx«+fl56^fx8.... 

;\ =r*^^2rax*-4- 2r)S** 4- aryx^ 4" 2r^x«.... 

' "T" P J» •••• 

-— o* ** — 2<»tx^ — 2flC;i?^ — flfldx*..,. 
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Ueberdie unal^tische u, geometrische 

I 

V. Daraus folgt 

' 2rd^2ay+/?* + o^^+2frc=:o, eta 
flra -[• €1* =2 o, 

« 

'6ftry— 2a/S + 2flC-f 6* = o, 
264ry— 2ay-/S* + 2<»^^+.2*^=^> etc. 
welches 

«=""j;:> ''~2.3.4r»' '" 2.3.4.0.61 
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il = fl, 
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2.3.4.5 r 
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giebt. 

.VI. Man erhalt also 

/ a»x' , a* X* _£*^ N 
§44. 9 *!= r (^i - -.^ + ■^:^'^ - 2.3.4.5.6- r* -'/ 

645. /*=«\-r-^t? + 53:4:6-T^~r3Zr7>»-*^ 

VII. -D"" Coefficient a bidbt unbeatimmt. Da di« 
Rdhen ttberall nur eine und dieselbe Abmessun^ 
taben keniien, so folgt zvrar, dass der unbesUmmj 
bleibend* Coefficient a nur eine absolute Zahlswo] 
kann. PTelckt Zahl er aber sei, giebt die bi»|»e^ 
Tige Entwicke'lung nicht. Die Reihe (64$.) «<a8^ 
bios, dass man den Coefecienten a erhait , ;«renij 
man /* dnrch * dHidirt, und in deu QuoUentei 

* s= « setaty denii. es ist ' 

..546, 
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J^e4^utung^ der WinhelTFunctione:^, 

1 • • 

I 

welches fur ^ = o * . . 

647. ^ = a ' : 

giebt* Wieviel aber der Werth dieser unbestimm^ 

ten Grosp von der Form 7— -betrage, bleibt nn- 
' beantwortet. 

VIIL Die Grossen tp^c und /^ konnten^also 
, anf diesem Weje ans den obigen Formeln nicht 
; volhfandig entwickelt" "werdcn. 

I 

/- 

'■ - .', 80. 

Auf einem andern Wege der Entwickelnng 
Pvon ^x nnd fx diirch die, Ablcitungn » Operation ter- 
1 hat man Folgendes. 

f i: Man seize x -|- i^ statt x , ao^gebt y ^ in 
^(;y^j^) und /a: in /'(J'f-f"'^) ul>er. Dieses giebt, 
auf die bekannte Weise^ ' / 

> 646. -a^ =3^' ' / ^ nnd -fx = -r — — , tnr ftsre. 

j^ IL Nnn ist ■ ^ 
5&(jc+ 1) = ^ ^ / •^ - (5o2.) nnd/(x+*)=:^^ -p- — (5o3) 

abo erhSIt man 

_d^ _^^2±i^ll2f,mrA = 6uad 
, « '^ , rft 

[- ' • 
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Veber die analytische u, geometriscfye 

x' ^ rft 



Oder 



• s 



M9. 



— 9 X =? ^ ^ ; "^ — :i— , £Ur k siz o ond 

I X ^ rAt . 

III. Nun ist , wenn man in (607.) x =s y = & 
s^t, ry(2*) =; 9**— /**> 'ind weil^ vcrmuge | 
(6o5.) 9** +/A* = i^S aUo yi*. = r»~yt» ist^ ] 
ry(2ifc) = r»— 2/fe» , also {y(a*) — r)r = a/t*, I 
odcp, * statt a fe'gesetet, ' j 

65.. ,.-r = -5Mil-. , . I 

Fern$r ist aus (6o&.)> Wenn man x sss y s= f* 1 
?etet, r/fe = a/(i*).»(i*), Oder , j 

• • r 

Substituirt man die Aa»drilcke (55o and SSii) i 

' ' ' ' • 

in (549O9 fio erhalt man - I 

— yx = • — ^""^TJ ,iur« — 0| ; 

li ' -2fi\mx + 2 y x.f (§^).(y (Ik) I 

— rx ss ■ I . ' . i.- ' ' » "ir K— o> 

X T * 



Oder 



65a, 



^lyx^^^(/(i%x + y{Jiyx), farArso, 



i 

I 



.9^ 



ill. 



m 



553. 



IV* Nun i«t/i =3 o far *.?« o (5ri8.), «fap 
auch /(|t) = o, fiir * a;:: o." Setet man Dieses^ 
(652.) w erhalt m^gn 

I , ... 

welches die Ansdriicke d^r #rste^ AbleihiBgeo der 
Gr&'fiseo fx and (gp^ ^ind, irobek aber der Werth 

der Grosse V fiir fc =s o nocfa iinbekannt ist. 

V< Man aetze , der K<ine we^en , die 6rfiM« 
I Y» fi**^ = •> «l«o» wie 10.(647.^, die GrSsse 

f ■ ' '' /«_ • ■ ■ 

l-wirt ; 

. a . . d 



6S4. 






Man «rbSlt ftlso flir die zweite^ Ableltun^ 
d* flan* €/»; o ' n^ ' a* - 

656. ^^9«*« ^ f X , —/» as - -y y X 



^ f* - . d* / a* 



tU 0« w< 



\ * 



VI. Dieses giebt , vermoge dea Taylorfohen 
Lehrsatoesy ^ ' 



666. /(x+ft)=A4.*i./jf4.*!d./, 
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Ueber die analyti' Jei^geowxAx^ 

~ 9 ^ 'V^ ;^ =s , 80 erhSlt mah^ weil, fif 
. . X*i?.o ^**d f) j: =: r ist (5o2.) 

i^an man ^ statt \ schreibt; 

559. *^ = ';(^^-7^- 75+53:4 •7X--J 

pieses stimmt ganz mit (544) t^nd (546*) iibereio, 
^ein der Coefficient a wird anch hier nicht ge« 
fanden, und folglich ist die Entwickelung auch aaf 
^Mem Wege nicht voUstiindig moglicb. 



8i- 

Man kann audi die erslen Ableitangen TOi 
g> X and f^ wie in ($, So* etc.) fiaden. 

L Vermoge. (499 and 607.) n.emlicb ist 

- {r(pCx—)') = ^xtpy-^fxfy and 
(ryCjc+y) = yx^py — /^/jk. 

II. Man setse in die erste Gleichang >x -f ^ 
statt X and y -^ A statt j^ 00 erhalt man^ n^eil 



\ 



8»» HL« , S0S 



«• U * ■■ «. . 4 



ft » r 
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bleibt^ ::;: r . . ; ^ , 

d d i) 

9 *y y +/«;/^ s== (jpx + fe — * -••) (?>»Jf +* TT 9 / ••••) 

-vrelches fdr den iCbefficiente'h.von k^y , x . 
662. 9 X y y> + p-^V^ +/^^'^? t+f-^^^^^ =^ * 

' III. !rfan setie in die sweite Gleiieliixhg 4 ^* 
^ilatt X und >— * statt y, so c^it maii'^ '^ell 
r^Cx-)-^) unverandert Has Nemlj^clke bleibt, 

»x 9y-/x//= (yx + * — >'i-...) |[«/-* — 9/ — ^ 



r 

^ Oder 



- (a +>-|A--) (/^ -i^O'.-M;) 






+ k (gjy |- yx - 9« y yj- +/x y ^ - /S- 7>) 






f Welches fur den Coefficienten von *, . ^ , ' 

565. »>4**~*''T'^-^+^*T-^~-'^ir-^^^® 
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fjebet dUanabftitcbe u.geom^triscM 

TV, Msti «idli^ tuid toblrafain df«GMdill>> 
faa _C5^!Z und 563.), to ;er]iiilt man 

97— »x+/x— /; =0 nnd . 

— vy — /x 

• 565. J^^a=— i--iindi-^= — -i — ; 

V. Da di^ Grossen x Had y, naeh der Tor 
amMUnngi ganzlich tod einand^r . uaabhjii^ 
Mio aoU^} CQ fol^ ana dan Glaiobni^D (563.) 
^aaf noUlweadif 



f/' 
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Viiiit mius, ureU bomi. vebn (ich b. B. in - 
TerSadarta, oboe dUs aicb so^eidi is -^-r~t' 

.Sadert, di« Gleicbaogf -^^ =3 ■ 2 — nichtnc^ 

SUtt fioden konnte. 

VL Man erhSU ftlw ' 

667. — ^T ^ — c*"! nod — fx ss + c/x. 



k 



]§edeuhmg det Winhel-l^unctionm* 

I 

JKf sea find swak- bestimmt^ Aosdriicke •der erjiM 
Ableiton^en yob ^ x and /x^ die im We^entlichea 
mit den Avudriicken (554.) libereinstimmen $ alleih 
die Conttante^ welche sie enthalteSy bleibt aber- 
mals unbestimml und daher kdnnen auch auf diie- 
'sem Wege die Grossea fpx und /x in x nicht voH* 
irjlru% entwickelt werden. 



82^ 

Es konnte zwar noch scheioen, dass ea^ weil 
man zwd (f^ans -entwickelte 61eichiin|[cn (5^4 nnd 
64$*) hat f die beide die Constante c entbalten 
und anaserdem weias, daaa , wenn in fx t=s r^^ 
1= §:«- geaetst vird, zti^leich qpx = o iat (5io«) 
iiiog;Iich aei, aua jenen swei Gleichun^en die C3on- 

4 

stante a tn findeh, indem man nur die unbeatimmte 
Groaae |r wegachaffen diirfe^ um eine Gleichung 
sa haben, die nur «, r and abaolate Zahlen ent- 
UUt, and aua- \?elcher aich alao a finden laaae^ 
iideaaen iat leicht za zeig^n y daaa die aof dieae 
Weiae entatehende Gleichung mijb a» in Beziehan^ 
anf dieae (jrdaae, identiach iat und aie alao ebeu- 
falla ntcht gieht. 

Setzt man nemlicfa ito (544 and 645) x ss |r, 
80 erhalt mau • 
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Ueber die analybiscne n^geametriscm 

I 

I 

Oder 



568. 



Vary 2.s\9ry ' a.3.4.6\2ry 






Diese beiden Gleichungen konnennur Aasdriicke 

'der Grcisse — in absolnten Zahlen geben. die noth- 

wendig identifich die nemliclien sein miissen ^ also 
findet man nicht a in absoluten Zahlen , soodem 

— nad folfflich bleibt a Aeuuoeh oiitidkiinQt ^ iM I 

tit ' 



w unbekannt iaU 



83. 



Die Grosde^ . a (644 und 545.) ist abo aus der 
vorau8gesetzten Gleichung^ (498.) nemlich aas 

. .569. r cof C^'^y) =^ ^^^ ^ "^^ y -4* ^^^ ^'y: 

a/Z^in, aus welcher alles Bisherige entwickelt wnrde^ 
auf kcide Weise su finden ^ welches auch seiunt 
bestimmten Grnnd hat. « . 1 

Darch die Gleichang (569.) wird nemlioh zwar : 
ein Verhaltniss zwischen den Grossen g)x nnd/y^; 
und so'gar ffewisserinaassen sKWiscben tt)jif,/x und 
X . vorausgesetzt f nicht aber wird * vorausgeietel, 
da^8 X den Bogtn ^irur Curve bedeaten »oUy dessm zu-' 
gehdrigf Coordinaten g>x uud fx smd. Diese zweite 
Voraussetzung i^t , vrie sich bald fieigen wirdf eine I 
sweite ana/ytische Bedingung fiir das VerhaltaiM i 

^ , > . ■ . - . - i 
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^97 



Bedeutung der Winkel^Funcbionetu 

xwisdien den Functionen ^i, /x nnd ihrem Ele^ 
mente x, welche bis ]>t£t liicht vor^eschrieben 
-VFar. X)o/2er kommt €8^ ifasB dk Grosgi a unbe$ibnM 
hlitb. 

. ]^immt man di^e zweite Bedingungp eu Hiilf^ji 
80-£iid'i^t fiich a sogleicn. ' -- ' , . 

> Gewohnlich bringt man dieselbe dorcb den 
Arcliimediachen Sats»^ dass die Sehne allemal kur^ 
zer, die Tangerite allemal, langer als der zugebu- 
riga Bogen eines Kreises ist, welches ein rein geo- 
inetrisclier Satz Ist , der nur ans der figur ge- 
Bomm<en^ werden kann.^ in Rechnung* 

Ans diesem Satee folgt^ me leicht £u sehen^ 
dass 



§70. Jinjf^ oder/x<flc u. fang^y oder 



smx , fx 
cosx 



ist 



joder^^- 



I \ 



Dieses giebt 

571* ^^1 und r.^>ax. Oder — >^. 



* INe beiden Grenten fur *^ sind also 1 utfid — « 

X / 1 r 

' Flir X s=^ o ist aber 9 x g te'cA r (5o2.) , also 

' fdlen fiir x zs: o die beiden Grenzen zusanimen 

und slnd beide gleicb 1 , daber ist nothiyendig 

573. -^ = !• 



0-. 



fo 



Diese Grosse 7~ War der gesuchte Coefficient' a 

(547., 564*) 9 also ist dieser CoeflScient 

575. a s=? I, 



\ 



\ 



M 



\ 



1 



t- 



j^/ III.' \ . m- 

Ueber die andlytisc^ a, geometrischt 

• 

wodurcb nttnmehi* die. Aaadritekfi Ton q> x uiid /s 
iM (644 ^^4 545.) Oder in (Sfig and. 36o.) rollstiiii- 
dikg gemaehi find. Man: erhalt 
5^4. 9 3r, oder auch ^^ 

675. /x, Oder auch 

_ /x 1 ji^* , I x' N ^ 

\.r 23 r* 2.3,4.5 r* y 

So lassen sich die Ausdriicke der Gr^ssep f x 
und /x, and folglich die EigAnqchaften derselben 
voUnt'dndig find^n; allein es ist dazu, auf dim 
Weise , dur chaos ein s welter geonietrischer Sate 
nothig* 

Man'sieht hierans, dass man, wenn mail die 

Functionen cos x and An % aas der Geometric her- 

nimmt, nicht genaj^, dass das Yerfahren selbst 

unpassend ond inconseq,aent ist^^ach noch oben- 

drein in Schwierigkeiten and WeitlSaftigkeiten %^ 

rath , diq nicht gerin^e sind , weil die geometri* 

' ' ' - ' • 

scfaen Beweise dmr Satze, in ihrer allgemeineii 

Gestalt, Schwierigheiten haben. 

Man mass nemlich erst geometridch die vor- 

aosgesetste Oleichang (498.) heweisen , and zwar, 

wenh man strengc vierfahren will, gam aUgemdn^ 

Sir jeden moglichen Werth von x and jr, welcbe* 

nicht geringe Schwierigk^iten hat, vrenigstens ohof 

Weitlaaftigkeiten schwerUch moglich se^n diirfte. 
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Bedeatung der Winhel^ Funciionen, 

$odaaa ab^ miua ihao obendreiii dcfn Ardhimedi* 
ibbea Sato von Sehn«, Bog^en und TangeoU ha*> 
b#b, und die Anwettdnikg dieses SatMs ilst bier 
wan so nopasseadery veil es eiae Anwehdang auf 
einen* eiaaelnen Fsill ist y dim sicb bei jeddr, amkrn 
Curve v^iederbolty vi^as aber vermieden werden 
kann.y weil sich vietmehr, mittelst des Archimedi^ 
>scben Satoes^ anmittelbar das Verhaltniss der er- 
sien Ableitungfy nicbt bless eines Rreis - Bogens, 
tondern jedes beliebigen Curven - Bogebs zu ihren 
Coordinaten aasdriicken lasst. Das Verfahren ist 
also aaf alle Weise iilcht angeuifssen. 

85. • 

JSesser scbon verfShrt man » im fall man die 
Grossea co^ x and sin x aus der •Geometrie ber- 
aehmen vrill, vrie folgt. 

Die Au%abe ist nemlich, genauer buianmty toU 
gende, 

Es ist ein Kreis gegeben , dessen Halbmesser 
dnrcb r and dessen JSogsn, vom Darc,bschnitte des 
Umfanges mit demjenigen Durcbmesser, welcb^sr 
snr, Abcdssen-Axe genommen wird, angerechnet, 
dorcb X beseicbnet virerden, JDie Coordinaten des 
Mn^unctei diesu Bogena werden ab Funaionen des 
Bogen$ heirachtef xukA ddrch cos x and m x ,be- 
seidbnet. Man soli 00$ x and rin x durch x aoA- 
drticken. 

Sobald dieses volktSndig gescheben^ mossen 
iicb riidkwart^ alle VerbKltnisse swiaqben oos x, 
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Ueherdie ahdlYbiscke u. geemetriscM 

sin X und x , afco auch die Gkiphnnj^ (49&*) tmi 
Altes was daratw folgt von aelbst geben, nii4 es 
ist dami weitfer kcin geomelrischer Beweis dieser 
6IcichaBg,-t>d€r ein« sonstige geometri$che HerkaU 
tung der lEigeaschaften dfes Krcises oothig. 

I. Da die Summe der Quadrate der Coordi- 
naten, fixr jeden Piincl des TJmfanges, den Eigen- 
fichaften des Kreises zu Folge , dem Quadrate dw 
Halbmessers gleich ist , so ist allgemein 

576. cos X* + ^^^ ^* ==* ''*• 
Dieses ist die €r«t«> aus d^ geomctrisohea Eigeii- 
/schaft des Kreises hergenommene ISmni- oder Be- 
«timmiings - C/efcftiing. 

II. Ferner lasst siph, Belanntlich , mat^Hiilft ] 
des Archimedischen Satzes l dass jed^r Curvd- j 
Bogen langer ist alV seine Sehne, und kiirzer ab 
seine Tangente, allgemein, mcht bloss fiir ien\ 
Kreis, sondern €iir jedc beUebige Curve ecifffli, 
dass, wenn z. B. u und v die Coordinateh einer 
solcHen beliebjgen Curve und x den zugehorigea 
Bogen beseichneny 

.577- T'-K'+v") 

irt. Nun wird in der Ableitungs^ (Differential-) 
Recbnung allgemein geaeigt, dasi, fur jedc bcji€- 
bige Abhangigleit von Gros^en, 

d d ' ■ d d ■_ d 

578. — *— u==i und — V — us=— V 
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Bedeutunjg'der Winkel-Functiojien^ 

± 

ist* "DieatB gieht — jc±s*-— imd — •»=:--—. Sub- ' 

I • u d ^^ u d 

• ' s , —a . — « . 

X , X 

atitiiirt'man Solches in (57^.)» so erhSIt ihaa 

d , ' ■ '.' 

. Oder 




679. — u* + — F^sa.!. ^ 

In dem ge^enwartigen Falle -war iz =3 cojx and 
7Z3 5I/IX, also ist allgemein, fiir jede Curve, folgr 
^^ch aucb fur den Kreis. 

^«> ^ -id.. ^ 

680. — cos X^ -I 51/1 X* 1=: 1. 

X ' X ' 

Dieses ist die a^/te aus der geometrischen Eigen- 
schaft der Curven ilberhaupt (die also auch' a em 
Kreise.«igen sind) bergenommene^ Grand* oder B^ 
^immungS'GMchung^ 

JJl. Diese beiden Grund^'- oder Sestimmimss' 

\(Suchmigm 

\ 581^ cosx,^ -f- $in%^ = r* und 

' f^ d • I d . « ' 

582. — <?osx*-| sin X* =: 1 

sindbinreichend, urn die Grossen cos x und. sin x 
,m X v6U$tUndig zH entwickeln. 

IV, Man setie neimlicb, wie in (J. 79., IIIO 
den p dor t iiber die notbwendige Form der Reiben 
Jangestellten Betracbtungen zvl Foige^ 
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m 



Uederdie ancdy^ische u. geomfitrUdtk 



583. 






so erhalt man 



584. 






— finx = fl +56x» + 5cx*.,.. 



, v.. Substituirt man diese Ansdriicke in (S8i 
and 582.)> 00 erhalt man > 
585. r* = r*+2arx* + 2/yrx*+2yrx*+a^rx«.M. 

+ a* x*+aa/Jx^ + 2ayx«.M. 

+ */y*x«.... 
<+ a*x» +2aftx*+2acx^ + 2adx>.,„ 

. + a* x«+aftcx>.... 
and 

686. % = 4a*x» + i6a/»x* + fi4ayx« +52»*x».M. 

+ i6/y*x«+48/?yx«..« 

+ a* + 6aix + ioatfX*+ 140 Jx*4-i8fl«x*.H. 

+ 9**x* +30*cx«+4iJ*dx»..M 

+ 25c*x*.H. 

VI. Aas diesen Glekhiii^^n folgt 
(2ar+a*=e, 2/Sr+a*+2aJs=so, 2;T-f-2a/S-f-i{aC'f i*r:o 
'^^ ^a* =s 1, 4a* + 6a6 = o, i6a/f-f loac-f-gi* sso 
Dieses giebt 



2.5.4 r^* 



2..^.4.5r* 






2.3.4.5-6 r« ' 
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Medeutwtg der Winkel-Functionen* 



, I 



\Uo eth&lt man , vermoge (SSS.)* 



T* . X* X* 



^« » = ^-i?+53:47J"i33:5:6?' ~ '*"'* 



X 



a vf« 



pder 

• ./' /^ ' 1 X* • I X* 1 X* N 

\ \ 2 r* 2.54 r* 2.3.4.5.6 r^ \ J 

*^J/ _ /^x 1 x^ . I xC \ V 

VII. Dieses sind voIktUndige Ausdriicke Toa 
COS X tLnd da x in x and r, in welched tiithis 
flbehr iinbestimmt, and dorch welehe also die Auf- 
gabe vollstaadig geloset ist. * 

Dass daraos die Gleichnng (498 ) i^ind folglich 1 . 

ialle mogliche trigonometrische Formeln, obne wei- 
litre Hiilfssatse , hergeleitet yrerden konnen y vr«r- 
«d«a mr in der Folge sehen. Die Anflosung der 
'Aofgabe (kann also auf diese Weise wenigstens 
tereinfacht und anf ein^n regelmSssigen, elemen- 
sren- und werstMndlich^n Gang ^bracht werdoQ, 
-welchem man deutlicb sieht. woher die Aus*- ' ./ 
iicke kommen and wohin sie fUhren. Indessen "^ 

hat die Auflosung immer noch den Mangel,, da%% 
At aus der Geonutne anhebt und in der Analysis endigt^ 
latt dass es, dem Obigen sa Folge^ umgekehrt 
in soUte. / / 

Wir geb^n daher nuamehr diese Art der Anf* 
Mong von hier ab gans aaf, and woUen ans- 



! 



\ 






p> 



JJeber dieaHalyL u. geometrisc&e ett 

* 

einandersetoen , wie der Gefenstand^ dw Na^n 
der Sache und der V^i^seaschaft gemiiss, statt au 
der Geomeirie au^ der Analysh geiupmrnen^ um 
rackwiirts vo»i dieser . der G^eometrie zugefghn 
^erden konne, oder, riclUiger^ niclit zugefuhrl 
werden konne, sondern zngefubrt werden miiafii 
£s wird Mch zeigen , dass die Grdssen 9 x uad fk 
nicht mUkilrUeh, 6<mdern nothwen(Sg ans dsr Analy^ 
•is nhd zwar aui deji Potest&ten ^entsj^ringen ^ wA 
dass der Keim des Gegenstandes keinesweges itt 
der Gedmetriie, sondern wesentttch in der AuslIjA 
Kegt, 



-/ 



Wir haben obeii bei der Theorie der PotestSM 
and Facultaten der Winkel-Functionen nochkaail! 
erwahnt, obgleich aie anch nach den gev^ohnli* 
cheny xnit geometrisqhen S^tzen yermischteii Att- 
«ichten, mit Potestaten and Logaothmen nahe yttw, 
wandt 8ind« Dieses ist absichtljch geschehen , wcil 
die obigen Entwlckelungen, zu ihrem Zwecke d«r 
Winkel-Functionen nicht btdurfm nnd diest erst qf 
jenefolgeriy vkht umgekehn. Die Theorie der Pot 
staten besteht^ wie man oben sahe, rein fur sichi 
die Theorie der Winker-Functioa^n ist nor. d 
nothiptndige Folge daraus^ gleichsam ihre erste ^n 
wendungy die dann wiedcr, rilckwarts, die Theo 
rie der Potestaten vervollstMndigt 



1 



v/ 



i& 8^. in. ; 2^5 



jinaPytisehe H^rleitun^ der J^nieK 

Functhnen. 



/ 



86. 



o, Wie bekaimtj; giebt e« »wei vaaeatlkh vptt. 
jlriuiander ver«cliied^ne Arten Y04 Grosaen^ mdgKch€, 
and unmdgliaie^ oier reelle und imaffnoire. Sie sind 
^shalb 0estniUch TOn einander verschiedeny well 
iAne Art nicht auf die andere gebracht^ das heiMt» 
4er Werth eine'r , unm&glichen GrUsse auf jLeine 
Wei^e durch mogliche Grossen ausgedruckt wer- 
den kann^ imd umgekehrt. Die analytische Theo* 
m^ maks slUo noihwtndig iiberall/ wa sie ToUstkn. ' 
m£ sein soil, untersucben, was ibre Satze fur die 
Midm Arten von Grdssen geben. Sie wiirde nin- 
^wUiStdndig sein und nur die Halfte ihres Umfan- 
haben^ lirenn sie bles bei d^r einen Art ste- 
m bliebe. ^ £s ist also aucb bei den. Potestatea 
hyr^ndij^> va untersucben ^ was sie giebt, wenn^ 
hnmbglicht Grdssen in Rechnunjp kommen. 

F • •■ . 

87* .■-■■■ 

r. ' - . 

|, Die GrSssen-Verfaindung, aus welolier die^g^e- 
ifammte Theorie der PotestSien, Lo^arithmen und^ 
I Xacponential- Grossen. bergenommen wnrdoy war 
idiejeni^e, welche die Gleicbung 

|Witerjl«a Bedinjrtui^en bezeicfanet, dsM 
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Analytischt Herleitung < 

I 

u^ SC3 1 fUr y =: o 

hU Es fr8^ siefa nun^ was der Aasdnick uZss s^, 
unter dieseti Bediiignngen , mit seiaen, auf lets-, 
teren ^e^riindeten allg^emeinen Entwickelungeit 
^iebt^ wextn nnter den in Rechnimg kommendeii : 
Grossen ima^rudre Grosten find. 

Offenbar kaon von den drei Grossen u, y% z 
nie cine eDan unmoglicb sein , vreil eine nmog- , 
licbe Grosse nie reellen Gros^en - ^leicb i6t« Es 
miissen notbwendig ewei von den drei Grossen u^ ^ 
7» ^ zugldch imaginair Aein, damit sich die imagi- 
nairen Tbeile in der Gleicbung mogUcber VVeisis 
aofbeben konnen. 

£s Bind alf o drei FMUe moglich^ nemlieb t 

iiiUhd z konnen nnmjiglicb sein nnd jr reell, 

y und u konnen nmoglich sein und t^ reell^ 

z und Y konnen iinmogUch sein und u reell, j 

Der dritte Fall fiibrt , ivie sicb zeigen wird , aaf 
d^e Winkel - Fnnctionen. Die beidto ersten ver- | 
dienen' eine eigene ITntersuchung, welcbe vrir aber ' 
bier, vro es insbesondere nur duf die Wtekel- ; 
t'un^tionen ankommt , bei Seite seteen. 



En frfigt 8icb also insbesondere, viras die Glei- 

r 

thnn^ U^=sz unter den obigen Bedingungen in dea 



I 
I 



I 
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««• HI. ^ ^ 

der W^mkel-Funetidnen<t 

Talle giebt, wena y und z tinmdsUcht fitiisBen 

88. 

Alio linmSgliche' Grossest oting Ansnahme, las^ 
ten sich^ wie bekannt, auf 

briugen Hnd swar nicht 6owohI auf -^^ V^ — i oder 
i— V— -I allein , 8ondem not&wetidig auf die bei- 
den Grossen + V — I und — V— i si/g/eicA ^ ^weil 
die Grosse ^^\ :af'ei Wnrzeln/zugleich hat, von 

' welcben keine vor der andern etwa vorzu^sweise 
Statt findet , sbndern die immer beide zugl^ch 

^existiren. Man darf deshalb die Gros^en -f- /^— i 
und •— y — 1 auch nie trennen. Wir wollendiese' 
UBzextrennlichen Grpssen -J- V* — i und — V^ — I, 
kiach dem 'Beispiele mehrerer Schriftstellerj, der 

^ Kurze vregtHy und zw#ir beide zugleich, durch den 

: einen Bucht taben t be)Beichni»^ , ao dasfi 

' 690. 1=5 +V"— X 

_ ( 

i«tt £s lit alfdaon « . ° ^ ' 

591. i*s=3~i, i'=:—i^ i«sr:-f 1, i« ss +1 etc. 
und wenn — *i vorkommt. so bedeutet solches 
59a, •-^ i =r 4I y* — X und es, ist 

695. (-i)'=--»-, (-0'=vC-0*=+t,(-Q' =— iet*. 

V 

Dieses vorausj^escbtckt , so wd die.Aufj^abe toU^ 
itandtg ausgedriickt> wenn man in n^ = e 
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AnalybUcho Herleitung j 

+ ly statt .y .. 

netot und cucbt, was akdarnn z ist, so also, .dasa I 
many wenn der entstehende Wertb toq x eiiien <^ 
Au§enblick> dorch Z b«zeichQet wird, die Gleichung 

erbalty welche nnter den obigen Bedinj^ngpen on- 
tersucht werden xausf • ^ ^ ^ 

Da nnler diesen 'Bedingnngen jdie oben ge- 
fundciien in ($• 29.) znsammengestellten Entwicke- 
langei!! gan% iUgenmn fUr jeden bettebigen fVtrth der 
Crossen u^y und z gelten , so gelten 5ie anch wena 1 

r I 

man ^ iy sieiit y setzt, das heisst, die Entwicke- \ 
. lungen entsprechen den Bedingungen auch iiz ii^ | 
$em Falle» 

^ Man kaoa alao die' Qtos^u" is. B. nadh 
Maasigabe der Reibe 

Mitwiekeln, indem man in dieselbe u^ statt ysetU. < 
Dieses giebt ^ 

694. ,>:=:t+iy.-«-^.V-g.V+^,V+.... J 
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HI. 5Q9 

der W'inftel-^UTictionpn, 



Oder 



§96. u^^^ = i^-^.V* 




2.3:4 



.•«♦— ...I 



I odcr, £as£^mmen ausgcdriickt, , ^ 

\ 

Man fiieht hieraus, dass die entwickelte Grosse 

U**^ Oder Z allemal ati» zwei Thcilen besteht, ei- 
nem rndg/icfter^ un"d einem wm&gMchm^, und dass 

ffolgUch 

1 599. Z durch P + lij, Odcn 

600. Z durch igpy 4:1 /y 

• ' ■' ^ 
b^seichnet werdea kann ^ wo 



r 
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601. 






a.5- 



'lj=./y^>.-i.- 2j.'«* + rl-=.'«* • • » • 



2.3^.6 



Utt 



£s ist also allgemein 
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ArialybUche Herleitung 

find es kommt nan weiter auf die etwai^e Beden* 
tang der Gr^jssen ^ y lind fy an, deren Ao^driicke 
jpans in reeUe <jro89en entwickelt sind (6oi.)« 



90^ 

'I. kxu (6o2.) folgt, wenn man die beiden 
Olciclrangen a^dirt ' and fiubtrahirt and darch a 
and a I dividirty ' 






« » 



a* 

PieA«« giebt) 'weim nian ^adrirt, 

weil (2O' ^ '-•4 itt (59).)| und w«nD mtca di«ie 
beiden Qleichung^en addirt, 

605. yy'+//* = i. 

^ lit Ferner erhalt man, wenn man von beiden 
-Gleichangen (703O die ersten Ableitungen ninunt, 
vermdge der Gleichungen (188 and i35.)# 



f " » 



y »■/ a * 

-r* FY SS.i > > I nil I M n ' * 
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It 



der Winkel-Funcbioneni 

I 

^ I 

odfir, wenn man die erste Gleiohnng rechterhand, 
.oben and ui^ten mit i moltiplici'rt, die £weite oben 
und unten xnit i dividirt, weil i^ :s — i iat (d^i*) 

j7*'y = - — ^-^— ' , 

'r-/y as ■ I P ' . > . , - 



> 1 



woraus atich^ wie man siehtf yermoge (6e3.) tolgt, 
dass 

. y • , • '•■■;■ 

III. Quadrirt man wiener dicse Gleichungen 
nnd addirt sie, 80 erhalt man 

6o8. ■^vy'+vf>* =:-VC9,y»+fy») 

^ y * y 

ffllgUcJi , weil vemoge (6o5.) q> y* +//* = » i*** 

609. i.9y»+^/y» = V. 

IV. Pcrner erhalt man, T^enn man »• B. itt . 
die ,€PSte Gleichung (6o30 ^ — Y «**** Y. s®^ 

2 

hingegen , wenn man in beide Gleichungen (6o5.) 
I JT stait y setet, , 



610. —2- = 9 («— /) 5 



> . ' V. 






^ ^ 
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' / ■ ■ , ■ 

^ Jnalybische HerleUimg, 



»*= 5--— 




und 



j2. 




Kin 
if. 



-*, 



Dieses giebt, wena man die Gleichuneen (CoSturi 
6dii.) mit einander multiplicirt und £war die ertto 
mit der ersten, die sweite mit der eweiten, 

• 

' ■ TO 

4 

4 

Addirt inan diese beiden Gleichunjpen, so erbalt 
man 

,^Kx-y> I j^-i(«-y) 

^ £s war aber 



3 =9(*^y) (6«o-) 

also ist aUg^emein 

614. fpCx-^y) =s: g)xq>y ^ fxfy. 

Dieses sind die nachsten Eigenschaften der Grossei 
tpy und /y rve/cAc unmitulbar am dir EntprickdiH 

der Grbsje UT^ folgen^ 

FUr den besondem Fall, wenn 



I 

i 



s 



9* ; lU. • gi3 

■■■' d&r Wit^el'FuruiUanen. : 



V. 



neinlich glmch der Bo^is des, natUrlidtm Logisrhhrnen 
JmI, gehen die yorstehenden Resaltate^ weil in 
diesem Falle ' ' 

6i6, •ii sss I 

i , ' " ' ^ ■ 

Ut^ in folgende iiber: 



* » 



■^ ♦ • • • 



« /■ 



jT^--» ft +2.3.4 «.3.4.5.6 



2.5 ■^2.344.6 



• • • • 




y \ 



/'^ = yy + i/y 

(6o3.) 

21 - / 

; 620. 9)y%+/y* = 1 (6o5-) 

621. '— ■9'y*-4--7/'y* = » C6«9) 

J \ jI 

jy 9 y =s —/y 

€«a. <j 7 (6d7.) 

y/y = i»y 

625. })*9)y+/'«/y = 9(*--y) <*»*•) 

; ^' ' ^^'", '• ' -■ \ •■ 

Niiji lawt rich J wie fn (j. 860 bemcrkt , ia , 
iter Gmmelrie , a/Zgancia beweisen^ dasi wenn man ^ 
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I 

Jlnalytische JHerleUung 

die rechtwinUigen CJoordinaten einer iiUebigtn Corre 
> ia der Ebene, als Fan^Uonea des zngehorigen 
Cnrven^Bojrens betrachtet und den Bo§en dorch, y 
uod die Coordinaten dnrch ^y und fj bjB£eiclinet> 
allemal , 

6a4. jV7* +jfy*^ f 

iflt*, Nimmt man ku die$er allgemein geltenden 
Gleichung %die Gleiohnng der Carve selbst fiwischen 
den Coordiaaten, fur jeden besondern Fall, so 
lanen 6ich aus den beiden Gleichungen die Gros«- 
sen (py nnd/y allemal in y entwickeln. 

Fiir den Kreii ist die Gleichun^ ewischen den 
Coordinaten 

625. «)y»+/y* = i, 

' •yfreAi^ der Halbmesser der Einheit gleich ist; also 
finden fiir den Kreis die beiden Gleichongen 

, ?»y*+/y* f== 1 wd 



626. id a I ** jc a 



Sutt. 



Diese beiden. Gleichungen sind genaa diejeni- 
gen (620., 621.) anf welche oben die Ent^ickelipg 
der Potestat + ly, der Basis e, der natnrlichen 
liiogarit^inen ^ nem^ch die Entwickehing yon 



fiihrte. 



627. «i'' 



yy ± if J 



D« nan aa» Beid«m, sowohl an* den Gleichnn- 
gfim (^26.) wie ia'($. 85.) geseigt,/*^ darch £^ ' 
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deer Wirikel - Functiomiu 
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victelung der Grosse e" , zu Folge (5. 89 und 
90,) die Gros^en tp y und /"y voWstandx^ in y ausge- 
driickt werden konnen., so foigt, dass a//e )£igen* 
, ftchaften ded Gegenstandes .der Gleighungen (626.) 
iiuch* dem G^genstande der Gleicliung (6^7.) ' sa- 
kommen und dass also alle in ($. 91 •) susannn^n. 

gestellten und aus der Entwickelnng yon e~ ge- 
fandenen Resoltate an/ einen J&eu passerif deistn 
Hdbmusu gldch list, 

Es fdlgt also , dass ii^il ^ y und /y in (626.)^ 

die rechtwinkligen Crordinate^ des Kreises ; die 

man Cosinus und Sinus des Bogens y nennt, be- 

; deuten^ auck die Grossen 9)y Und /y in ($.91.) 

. diesen Cosinus und Sinus Yon y ausdriicken un4 

I dass also Cosinus und Sinus von y ' ganz allgemein 

\ dnrch die Reihen (617.) ausgedrtickt werden. , 

i » ^ ■ ^ ' 

[ Ferner folgt, dass auch idi^ GleichuAg (623*) 
\ dem Kreise aukommt; fiU* welphen sie durch 

[' '^ 628. co»(« — y) =: co%x cos y -f* •w x siny 

auigedriickt werden kann. Und da nun , wie in 
($* 78*) gezeigty aus dieser einzigen Gleiphung alle 
iibrige trigonometrische Formeln gefunden Yferden 
konnen, so folgty dass auch diese unmittelbar ams 

der Entwickelung der Grosse t foTgen , ohne 
dass weiter ein ^eomefrischer Beweis derselben n{)- 
thig ware, \ 

Alles was den Kreis angeht, liegt dahery im 
Weitesten Umfange, eihzig und allein in der P4^ 
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516 III. 91. 

jinalybiscke Herhitung 

teatSt der Basis t des nattirlichen liO^arithmen mit 
dem nnmoglichen Exponenten Hh yV^— ^i, nemlicli' 

•in der Grosse e~ und in ihrer analytiscben Ent- 
Avickelan^ nach der /Theorie der Potestaten* Um 
diese Grosse und ihre Entwickelung tiuf den K)^ 
an^awenden, ist nichts weiter nothi^, $(ls die Glei- 
chung des Kreises und der fur alle GarTed gel- 
tende allgemeine Ausdrnck des Verbaltnisses der 
ersten Ableitungen der Coordinaten su der ersten 
Ableitung des Bogeos. 

So fiihrt die Analysis alleia anf die Wii^kel* \ 
FuBctioneny und, -vreit entfernt, dass sief mndiese 
Junctionea in ihrer hochsten AUgemeioheit zu ent- 
Wickeln, der Figor des Kreises^ oder sonst geome- 
trischer SaUce bediirfte, liefert sie Tielniebr der 
Geometrie, mil ^er grdssten Einfacbheit and Leichtig- 
keit, alle trigonometriscbe Formeln, zu denen die- 
telbe Dur mit Miibe and schwerfallij; gelangt nnd 
erspart ihr also diese Miibe. 



\ 






9^' 

£s ist nm so sonderbarer, dass man di^i 
«en natiirlichen Gan^ der Tbeorie bier gew^o- ' 
licb ilbersiebt, da man docb in dem gaas i&the : 
verwandten Falle^ bei den Logarithmen, in der ! 
That ^ns ricbtig veriabrt 

Man pflegt n^mlicb keinesweges bei der Tbeo- 
Tie der natiirlicbea LogariUimen von der HjpuM 



/ - 



w* 



\ 

der Winkel-Fimctionen* 
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aoBsngiibeD,. sondern man stellt die.Theorie, wie e« 
sick gehort, rein analytisch anf; and zeigt erat dann^ 
dasa sie mit der Hyperbel insofern zusammenhMnge^ 
dasa ' der natiirliclve JLogarithme einer . Zahl un« 
mittelbar die* JFIdche einer darauf sich beziehenden 
Byperbel nnter den Coordinaten ausdriickt. 

Bei d^* Hyperbel .ist es die Fldehe, darch wel- 
iche fie mit dem sugehorigen ' alialytiachen. Ana- 
drncke* ^nsammenbaugt y bei deqi Kreise ist ea der 
^Bogtiu Waram nimttt man nun den Satz yon der 
Hyperbd-l^lacbe aus der Analysis, und den Sats 
Von den Winjkel-Fnnctionen ans der Geometrie? 
'wamm den ' iiatiirlicben XiOgarithmen nicbt auch 
aus der Geometrie ? ' 

^Das gewohnliche Verfabren ist also bei die- 
sem Gegenstande nicbt consequent und es ist wicb- 
jtiff , solcbes ancb in den Lebrbiicbern £u Mndern* 

, . Einen Anslpss macben bier nicbt etwa die Ab^ 
-leitnngen, in den Ausdriickeh (620., 621 uiid 62a.) 

anf welcfaen der Zusammenbang der Grosser* mib 
|ilen Winbel - Funotionen berubet. Dieselben sin^ 
IkeineawegesDifferentiale^aus der spgenannten Recb-' 
mag idea Vnendlicben. £s ist yon dem UnendU-i 

[chra, Oder yon jenen wunderlicben NuUen, die 

I 

[sine kkiiie unsicbtbare GnbmeD-Welt unter sich^ 
aasmacbea sollen, gar keine Rede. £s kommen 
inar, Uuier gewobnlicbe, Jedermann begreiflicbe, 
[todliche' Grossen vor und zn xler ^ecbnung mit 
fiem d gebort niobts wetter, als blosse einfacbe 
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AnHlYtisthe Herleiturtg 
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^BBobsiaben-Rechnnng. Sle i»t, wie mbD im erstea 
Abscboitt sabe, mit Re^eln des Addireas, Sabtra* 
birena^ Multiplicirena und Diridirena mit Bucb- 
atabea geibaa* 



94« 






Wir saben in (§. 9i0> dass, um auf den .Creis 
£a kommen) das beisst, um die Gleichungen (620.), 
£ti fiaden , welcbe zuf^leicb di6 Ei^enscbaften dei 
Si^eiaes ausdriicken, die Badis u des Logaritbmau-] 

den £ = u" gleicb e gesetzt werden muss,, nnd | 
dass man also zu cfiesem Zwecke 'von beliebigen Lo-1 
garitbmen su den natiirKchen Logaritbmen Uber{[e- 1 
ben ma89« 

Dieses ist fiir den Kreis notbwendig, nicbt ab^r 
fiir djle Analysis iiberbaapt» > und die Ausdriicle , 
(§• 89*) ^lod keinea^veges &uf den Fall bescb^rankt, 
wenn u ss .< ist , sondern sie gelten attgemein , fir 

. jtde$ btttthige u, mit alien ibren Resnltaten, obns 
Ausnabme. Der Kreis entspricbt nur einem ben 1 
sondern Falle derselben. £s ist Mriedemni "wie bel| 
der HyperbeU Man kommt darcb sie auf die ao-j 

^iiirUchtn Logaritbmen insbesondere ^ w^brend dis< 
Logaritbmen - Tbeorie allgemein gilt. Oebt tiiaiv| 
Tom Kreise aus^ so kommt man ai)f den Fall u=.€, 
anf welcben aber die analytiscben Ausdriicke ($<89| 
nnd 90O nicbt bescbrankt sind. - ^ 

Wir m\xssenf dieses Um^iandes wegen, mn; 
bei der Allgemeinbeit der Ausdriicke bleiben suj 
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:6ttnen« nooh 4ea Wertb der Grosae |n^ das 
leisBt^ deo Werth venyfar/)^=i suchen, weU 
he GrSsse nicht aU|pemein deic i^ierte Theil deit 
Lreifi-Umfanges fiir den Halbm^«er t ist. ^ 

Dieses geschieht leicbt aus den AusdrticK^a 
|Bo2 li&d 6i8«), Man setae nemlich;in den ersten 
t zin n, in den sweiten ^ «fs ir^ so erhMlt^man^ 
reil st^wohl 9)n 4ls 9>ir od^r €os ir ss 1^ and /n 
10 wie /"s^ Oder sin «• s:^: o ist (611 und 5;i6.^ 

i'° ss --I und s^* = —1, also ^ ' 



BT 



U' 






Himmt man hierron die Logarithmen fiir dio Ba- 
lis e, so erhSIt man ) 

/ » 

J2 in.*u=: + i«> ' 



also 



629. n = «•— • 



Da J- der Modnl des logarithmischen Systems fiir 
u 

iie Basis u ist, (Gleicbung^ i9d«)» so ^i^bt man, 

Ibfis man die Gro'sse n erbalt, wenn man den 

lalben Kreis-.Umfan^ far den Halbmesser 1, oder 

IT, mit dem Modul des logaritbmiscben Systems 

die Basis u moltiplicirt. ' 

V Daraos folgt, dass die obigen, aas Potestaten 

tit anm(>glicben Ezponenten bergeleitetjen Grossen 

eben so \iel allgemeiner als Kreis-Fanctionen 

d, wie allg^meine Iiogaritlimen im VerbMltniss 

den byperbolischen oder natiirlicben. 
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AnalytiseJie Htrl, der Wihk*[Funct, 

i 

Die unnoUiij^e BeschrMaknn^ der , rein aaaly^ 
tischy aii3 Potestaten mit unmci^lichen Hxponenten ' 
f^genden AtigdrlLcke diirch den Kreis ist ebenfalU ; 
eine Folge des nicht vortheilhaften Xj^anges von der ' 
Geometrie Eur Analysis, statt von dieser «u jener. ' 

Wenn man die Allgemeinheit der AnsdrUcke | 
($• 89 ^^^ 9^') iiicht au%eben ynSLy so mnsa man 
niclit tt =x « und (pu. s=s cos u^ fusssinu aeUen, \ 
vrelches fiir die Analysis nii^htnotlug ist, sondenr 
die allgemeinen Zeichen^ beibehalten. 1 

Da der Kreis dem besondern Falle u ss e ent^ • 
spricht, so kann man von Allem, was hian erhalt, 
auch sojleich die An^trendnng anf den Kreis ma- 
chen, wenn man bios 11 =3 s, 911 =s cosu nnd 
fui=iisiau seUt. 



.. > 
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£HtwicJceL'Doh(SLcosyy'und(2smy)\ 

*, ' > . ■ •' - 

Zw^iitns. 

B^fnerkungen iiber die Entivickelung der Po- 
Ustdten trigmometrischer Linien heliebiger 
:. tiogen durch dhnlicfie Linien der vielfa- 
fchen jBogen, und umg^kehrt. 

^a alle tri^pOBOmetrldche Linien leicht durch 
Sinus und' Cosinus ansgedriiclt werden konned 
80 Umfasst die Unter«uchung der Sinus und Cosi-^ 
i{us sugleich 4ie iibrigen Linien. 

Die folgenden Bemerkunged werden sicTi also 
insbesondere nur auf die Entwickclungen der AusI 
driicke (2 cox j)° und {a sin y)^ und cox m> und 
tdn mjr^ iSr jedes beliebige y lind m beziehen. 

A. UiUr dU aUgememe jpntwkkdung der j1usdrikk$ 



Gewohnlich verfahrt man bei der EntWicke* 
lung einer beliebigen Potestat s. B. voa cos y 
4urch die Cosinus und Sinus Vielfaoher yon y, 
am W^sentiichen ^ Yfie folgt. 

Man schreibt statt 2cos y, \ 
cosif ^iny^iT'^i ^ cosy — xwiyV— i, 
iworaus, wail^ wie leicht su^ehen^ 

: £2*3 
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ErUwickel.von (2 cdsyT undOtsmyT* 

ico^y'^siny\r—t).(cosy*^My\r^i)^t, also 



63o. cQ«y— JWiy 



— j&i vV**— 1 =5 *— 



Sfy^piirty ^-'i 



631- a4:o*y=co^y+ri>»yV^-i + cojy4.^„yV^_^ 



tolgt 



SeUt man> der Kiirxc wegen^ 

653. coj y + §i/i y V"— '1 £= t^* 

SO ist 11 

jBSa. 2 COT y =t V + 1;;;- =s — + V 

k 

Bieses giebt ^ wcntt man die fcweith^lUge Grosse 
rechterliand nach dem binomischcn LchrsaUe cnt- 
"wiokelt^ 






JB33. 



^YC-i 



far eiii beliebigcd m. 

Nun ist, vermoge (662.) > vtenn man 55 u und 

/tt fto dw besonderii Fall ti a «> und Yon c 
die m Potestat nimmt , 

hingegen » wenn man in eben <Ue ^Ifflchnng (6oa.) 
my »tett/ aetet, 

635. e"•^~*^=:coim^^-ri«wV— 1. 
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Entwickelt von (2 eofy-y* Vfki(& sirty)\ 

' Daraus 9cfalie8$t man ^ allgemein fur jedeii m, 

. 636. {cosy-^ siny'yr^^x^ = cof lltj^ 4* ^^'i my V"— K 

» Diesea |^ebt^ weil rorbia coj y + sin yV* — i say 
war, ' 

!v^ sx cos my -^ sin my V"— i^ 

I etc.^ desgleici^en ^ weil £• B. cos -^^my zs car mjf 
! urrd «n — myss -^ sin my ist. auch 

!v*"7 5=^ ^^* my — //ft m y V* — x, 
9^ »T« -- ^Q J (^ « 2jy _ jfrt (m — 2)y V — 1 , 
. v"^+*=i:o5 (m— 4)y— *io (mr-% IT— JT, «tc;. 
Subatituirt inao dieaes ia (635.) > *o erhalt maoL 

659. (2co«y)"s=cosmj^+mcoj{m-a)y+2:i-^'€ojr(m-4)y. 



*^ 



+y-i (wii my + msin (m-d)y + i ''^W (m-4jy. 



••• 



•♦• 



i ' ' . ■ ' ^ 

I 64o.fe«)»y)"=co^my+mcoi(m-aly 4- --— — -^tfOj(m-4)y—, 

1 -V*-ir «mj7iy+m«n(m-flj|y+2!:S:l:sih(m-4)^^^ 

welcbes Bich, vrenn man der Kiirsq wegen, - 
co#my.-f mco«CifHd)jf + ■ ■ ' '' co8(m^)y.,.^ seziP^ 

ainmjK4''»^«('tt-^>+-Trr— *w(n?-4)y'.,., s=5 H 
satsty durch 
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Entwicket von (2 cosYfundi^ sin y)", 



1 

I 



64l. 



((2CCWJ')" == F+ HT—x and 



besdchhen lasBt. .«' 

I 

Da diese beiden Gleichong^n (64i.) Ilnkerhand 

identiscll y nemlich d^selben Grosse (2 a»yf^ gleich 
sihd uud folgUcb 

642. P + cy^ic=P^gvr_j 

Bu aein tcheint) so sdUiesat maii) dass cllgemein 

643. ijsso 
nnd folgUch bios 

. C44. (aotey)" = 
Psscoff my f mco9 (m-2)y -f --^--^eot (m-4) y . • .: 

Ml* ' 

Dieter Ausdr^dc fiir (2 coiff^ passt nun abcr 
nich|, wie e« sein sollte, fiir jedies beliebige m, 
-me leicht anvBeispielen su sehen. 43ei]n es~ sei 

s. B. y = •- nnd m = {, so i$t (2cosy)"=2=(— «)* 
=» ir2.V"— X nnd folglich cine unmdglicbe Grosse. ,. 
Hingej«n rechterhand 8teh<?n lanter xho^liche 
Grossen, lio dass also TJnmoglicbes Moglichcm 
gleich seln soil, welches nicht sein kann. 

Die Grciysse HV—x oder der nnmugliche Tbeil 
Ton (2 cosy)* J^ann al^ nicht immer Ni;ll seinj 
denn e. konnen, me Beisplele Blgen, FHUevorkom- ; 
vien> -vro (soMy)" virklich eia« tmino^icHe GrosM 
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\ 
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96. Pt 3i5 

Entwkkel. von (a:cosy)'*und(2siny)\ 

1 * ' ■ 

ist, In^^'A^l^ ^At aach^ Wenn inaii aucii Q b^ibe- 
bfilt, nach weoi^ gewonnen ^ demi, setzt mM i* B» 

10 nat man wieder die ^htg^egeiigesetzte Scbwierig- 

keity ,wenn (scoj'y)'^ bios eine mogliche Grossly- 
ohne imaginairen Theil ist. Dann sieht man me- 
.der aicbt,' vde eine reelle Grosse eioer sum Theil 
nnmoglichen 6r^«se gleicb sein jLann. , 

Es ist also bier in jedem Falle eine Scbirie- 
rigkeit. 

[' Enler und Lagrange und die ihnen nacbfolg^, 
^l^liv^ Letsterer noch im Jabre 1806, > nahmen iin> 

dass (acos^)!* bios = P sei, ' Welches doch, wie 
-sich oben zeigtOi, nicbt immer der Fall ist. La- 

I grange .findet das Resultat (scosy) =2 P auf ei- 

nem gans andern Wege durch die Ableitungs-Rech* 
^nnng, W9be! aber eine Coeffictenten-Bestimmung 

ist, die ZMreifel bat 
I Besonders in der^euesten Zeit sind^^ielfache 

Versa Ae , die Schwierigkeit zn beben ^ gemacbt 
. ^orden und^man findet interessante Arbeiten dar- 
!> fiber, von Poisson in d^r ^^Correspondence snr Tecole 
i polytechrnqnef^, vonDefiers, beiLacroix, yon Plana 
[ in den „ annates des *taiathematiqaes/^ des Herrn 

Gergonne'^ von Tralles in den Berliner Memoiren 
I und andere. Allein alle diese Bemiibungen scbei- 
[ nen jaobb nicbt gan£ gelungen. Poisson batte dea 
I Weg £ur Auflosnng der Schwierigkeiten gebahnt, 
' aber das Ziel^ vrie^s scbeint^ nicbt eireichi; 
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3a6 MI. 67. 

Entwichelf von i^fiOs^T und{p^sinyf, 

".'-'•- : ■ i 

Aticli ick hkbe in einer Uebersetoufng^ d^ ',»L€- | 

^(ms »iir It calcol des foncUons^^ yon Xiagraoge, | 

Miitel die Schvieri^^eit zn heben , in e^er Aa- ^ 

merkang i&u dem hagre^ngischea Vortra^e diesei 

Gegenitandes apzugeben gesacbt and dabei geseigt, 

warum durch die lia§;rangische^£ntwickelang^ nicht ' 

der allgemeiu ricbtige Atudruck gefuaden vird* 

p9 {iber auch wieder gegen diese Mifttel £in» ^ 
vrendnogeo gemacbt werden kpnnen , .uhd'^die 
Schwierigkeit Bicb noch etwas allgemeiner, gennflr 
j^od dentliaber erklaren lasst « ao will ieb den Ge« 
genatand wieder anfndhmen^ und dl9- 
fftrenger inri^zi^Hbr^n ducbeo. 



97* 

Wir wollen denielbeii) auf den Qrnnd der abi- 
get) Tbeorie^ vom Atifange an darcbgeben* 

Zn f alge der Gleicbunf^ (598.} ist * 

. 646/ u^'''':^9y±irr, 

wo y |eden beliebigen Wertb haben kann. Wir 
irallen bei reellen Weriben von y stehen bleiben 
&<{breibt man in die«e GleiCbung 

646f m y »tatt y . 

wo pi jeden beliebigen j reellcfb .oder^^iamoglidiea 
Wvrtb b«iben kann^ 4Q erbfilt man 
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647. rf^*^^ ^ 7^7 ± 'fj^y* 
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Entwicht, vo»(2cosyy undi'^smYT* 

Kun ist, nach dea al)gemeiaen Grtwd-deichunycn 
dw Potestaten, 

648. tt*^=:(»T (7) 
also i«t , 

649. IT*: = (II- ) ; ' 

Setet man in diese Gleichung die AnsdHlcke von 
^ ir^ nnd u^'"^ (645 und (647.), BO ertaU man 

, 660. (pmy + ifmyzssXvy ±iHi} > 
, weWl6 Gleichnnff ffir jedeft bdiebigcn Werth von 
irt<filt, er »ei rational oder. irrational, tran«cen- 
. Aent Oder n»mpgUch» weil aie allein au« der.all- 
\ {etaieinen Dtfmtion der PotestSten folgt. 

Dieie Gleichung (660) ist die Gnwd-Oleichons 
j aUer Entwickelnngen bei den Winkel- Functions. 

Fiir den Fall des Kreiseg , fur welcljeln 
65i. 97 = COS y , /y = sin y und n = » ist 
heisst derselbe.wie folgt: 
' 652. cos my rh isin my sa^ (cosy ± i sinyf^ 
I wofiir man auch, wenn'man, allgemein, y sowoU 
; positiv als negativ nimmt^ bios 

655. cosrHy -^ i stn my ss (cos y + ' «"* j)' 
j fichreiben kann> weil das obcre ?ieichen in (652.) 
I auf beiden 3dtm in das untere ubergeht, wenn mart 

rrj statt -4- y «^^^*t* ' ' 

Der BequemKchkeit und' Gewohnhcit wegen, 
kai^ man* die Grund-Glcicliung in dies^r Geslalt, 
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3?3 HI. 98. 

Kntwickdl. von ineos yy^ mtd^sinfj** 

beib'ehalti^ii. Die Allgemeinfaeit wird dadmrcb nicU 
-vermindert , 'well man jeden Au^enblick die allge-* 
meinen Ausdrucbe wieder herstellen kann, indem 
man nur cp slatt coj, { statt tb% and n atatt « 
•chreiben dkrf , vro 

«64. nzss^.^ (629.) 
i«t: • , 

98- 

I. Die$e Grund « Gleichnng scbeint nun aber 
f&r ehien btlkHgtn Werth yon m'nicbt ^oUstandi^. 
Denn ist z, B. m irgend ein Brucb, so hs^fi die m 

Potestat (cosy^^itinj)^' von dcr Grosse cosy +iJiny,> 
Urie aus der Theorie der Gleictiungen bekannt, so 
.viele Ter6()hiedene Werthe, als der Neai|er des 
Bracbs m Einheiten. Hingegen der Theil der Glei* 
chung rechterhand, cox my -j- < slh my, hat nor ei- 
nexi einzigen Werth, weil jeder Bogen iTiy our 
.einen ^osinus and nur einen Sinus bat, pie Glei- 
chung (653.) d^iickt aL|0, wie es scheint, reehter- 1 
hand mehr Grossen aus, als linker^and* 

II. Eigentlich 1st es liicht so. Yielmefar foltf 
daraus, dass die Gleichung (662.) linkerhand duf 
einen einsigen Werth hat, dass sie a^ch rechjferr 
hand nur' einen, von 'den verschiedlcnen Werthen, 
die sie aus^riicken kann^ bezeichne. / 



' ^ 



IIL Da sie indessen rechterhand xnehrers 
Werthe ausdriickeh kannp so mass auch der Theil 
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U^n (%€OsjT und{2.siny)\ 

■ . . ■' • 

lilokwband eben ao -viele Werthe a'nidriic&on kSh- 
mn^ iindNdiesed ist in der That der Fall^ weil sich 
der Theil r^chterhand, wenn man zn y einc ftefie* 
UgtZahl vbn Umfangea des Kreises hlnzurechnet, 
Oder davon absiebt, gar nicht andert, der Theil 
linkerband 'aber allerding^. 

IV. Ea ist nemlich fur jedcs beliieblge, ,po«i- 
tive oder, negative y^ allgemein 

m (y -f- ansr) =s xin jr, 

wo It eine beliebige ganztj positive oder negative 
ZaU bedeuteh kann; denn es ist 

«ox(y + 2iiw) s= cosy cos2n7r — siny sin^nw und 
i/nCy-fi2ft«-) ^=r siny cos 2nir ^cosy sin 2nw^ 

• / 

welches, weil sin 2 n if zsz o and cos2nw :ss 1 ist 

cox (y-|- flfUr) = COS y und 

L ^ xfw (y -J- a 71 sr) .= /m J 

giebt 

V. Setst man also in (653.) j' + 3 n «• statt y^ 

80 andert sich der Theil der Gleichang reghter- 

* 

I bandy nemlich (co/y -j-ixmy)™ gar nicht> iliinge- 

gen. der Theil linkerhand geht in 

« 

\ :• cosm(y'^2nw)'^isinm(y^''2nir) ^ 

I ^ber^ .nnd diese GrSsse kann allerdings, je nach- 
1 dem das mllkilrlicht n diesen oder jenen WertK 
I hat, verschiedene Werthe habcn. 

^ YI. * Die Gmnd - Gleichnng (<$530 heisst also 
iigentjUch voUstHndig'^ yne folgt: 
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Entmiclteh von d^cosyf und<2 siny) 






665^ cojm(y + Siwr) + isinm(y + o/i«-)=s(ciwjr ^istny^. 

VII. ^nVmck^lt man diese Gleichiuig; liid:er- 
haiiji) 00 \0rhalt man 

' cos my cox amnw — sin my sin 2mn«' 
*^- i (At wiy coxaminr-l-co/ my Wu amnjr) 

Oder 

cox my (cox flmn«r + fx4i 2 mnr) 

-|-iiinmy(caxfimii«- + ixw smnif) 

cs (coxy + iifijy)"*, 
tder 

666. (cox mjf -|- i xin my) (cox 3 m n «• -J- i x«n art n ») 

cs (coxy + i nny)^^ 
vro n jede beltebige posiLiv% oder negative ganze ZaU . 
fiedeuten kann. i 

Till. Dieses, oder (6550 i^t nnn die volln^ < 
dig€ Grand- Gleichungy die nothwendig fur jedes iRy 

auf beiden Seiten gleich viel verscMedene, nnd. 

,/ . - ■ 

«war aUt mdgHche Werthp geben mpss. 

Das hetzie ist nicht eri^ besonders zu bewei* 
»en hothigj eondern es /oTgr vielmehr aus derOlei- 
clinng, weil eine volfsi'dndigt Gleichung nie auf der 
einen Seite mebr Werthe enthalten kann , als .auf . ^ 
der aadern. 

iXr Man kaan sLch davon aucb in bestimm** 
ten Fallen a posteriori iiberzeugezi. 

£s fiei i. B^ m eia beliebiger Bruch — «o k«t 
(cox y + i sin y/* ^ wie aus der Thcoric der Glci- 
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.- • * 

Entwickel, von incosyT und (a skif^m 

• r * * I ' 

■ " • I . • * > 

chun^to bekanntt f verBchiedene. Wer^Ute« So 
Tiele Wffrthe muss also auth der Theil d«r Glei- 
chung linkerhand Mben. Diese Werthe bMngen 
nar vx>n der Mrillkiiplichea Grosse n, und fol^Uch 
pur y oi(i dem Factor co/ 2 m n «r -|* i /in 2 ni n r alleia ab» ^ 

Man aetoe , der Reihe nach ,' veil n nut eine 
gan£e' Zahl sein kano^ )i ss o, I9 S^ 5 • « • i, und 
5= 0, — i, — 2", — 3 . . • ., so geht der Factor 
$os 2fnn9^im2m'nw in 

eo;o -f I /in o, f^^{ — ^o)+i/i/i(— o) ^ » 
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Die Werthe ce* -2iJl + i riiiil!^ ^nd cos ^-^^ 

+ i *ii»r— — 2- J siod aber wieder die ersfea W^ 

■ "the C9$ o + '"'w Oder co* ( — o) -f- i tin ( — o) ; denn . 
es ist 



s s 



COS SZ^Xl nn -^Gszcasa* + tsin2w::;^€oSo 4j<aa. 

und "" . 



/. 



.V, ; 



3i2 , ^r !»» 

EfUwicML van (s casy)"^ unddisinyT* 

CDX f-o) + i «rt (- o). Die auf co$ -2—+ i /in --1— and 

cox ^— ^S^Vi ri/i ^-r ^^) folgeridon Werth6 del 

Factors sind dieienis en , velche anf cox o 4- i ^ 
und C6f( — o) "4* ^ ^"^ C"^ ^) folffen, und so wieder- 
bolen aich die Wertbe bi« ins Uoendliclie* Es 
bleibeu also nur q verschiedene Werthe des Fac- 
tors €ox 2(n nw -{- i xr/i amnir far positive und ( 

Werthe fiir negative n iibrig. 

» 
Dieses sind aber im Gansen nicht 2^, aondem 

nur q verschiedene Werthe, denjQ der letste Werth 1 

des Factors, vor der Wiederholunf^, in (657.) 

Cdi— 2 — L.| iin— 2— Oder cpxflsr + i/in a* 1st vie- 

der dem ersten Wearthe des Factors cos (—0) 
+ i lin (—0) in (658.), der vorletste Worth dei 

Factors in (667.) co/ 2iLzi> ^ j. ,• ,^ i<iZ2? • 

I 

Oder co/rflwr-*-j+i«ifrfi«- \ oderco^r— --] 

•4-1 iinf J ist dem £weiten Werthe des Factors 

in (668.) gleich n. s. w. so dass immer £wei Werthe 
yon den. 39 Werthen gleich sind und folglich 
iiberhaupt nur 9 Werthe Statt finden. 

a 

Der Factor cot (amiiir) -{- i/in (^mnsr), und 
folglich der liukseitige Theil der Gleichung (658.) 
hat also nur immer nur ^ versqhiedene Werthe 
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\ - 

EntwicJieL von (2 cofiy)* tmd(2 sin y)*^ 

I 

nnd fol^Iicb nichl mehr uiid nicfbt wttd^t^ als der 
recht86itig;6 Theil; wie gehotig. 



99* ' 

• 

I. Nan ist weiter, was die IntwickelsiiiP Ton 
(f^tosfT bctriflft, '^ 

669./ a C09J ±s cosy + i rf»y + co/^-— I xiny, 

nad well (co/y + irfny){co/y-l/iiiy)=:cwy*-.i*xiny*^ 

= «oxy*-f-riny* (688.) =: » (<5o6.) also 

* 
66ot coiy — I /My as- i ■ . — und 

66i. cp/y 4"timy = ■ 

•^ y "^ coxy—i «ay 

U^ / 

663* acoxyssco/y + iiiny 4-- . . . — qnd ; 

I 1 

^863. ficosv s= cox y — i /my + • ^-— — • 

^^ ^ ^. ' ' coxy — isiny . 

IL Die Grosse 2 cox y lasst sich also auf swei 
\6r8cbiedeQe Arten' ausdriicl^en und dlese Zwei« 
&chheit des Aasdrucks bat folgeude Bedeatung* 

1. Wie man siebt, gebt nemlich der Atisdraqk 

1(6620 ^^ctxau in den Ausdruck (6630 nber^ wenn 

man — y statt *}- y setzt. ^ Obgleicb also 2 cosy 

I* ' 

iflentiisicb das Nemlicbe ist, "wie 2cox(— y), so sind 

[die . Aasdrilcke dieser Grosse dennocb iiotliwendig^ 

Tsrscbieden^ sobald man unmibgUcht Grdssen in die- 

itelben bringt.' 



• N 



* 

i 



y 



33* IfR 4» 

_ I 

EntmichBU von (2 cosyY undi^. un yf. 

Da nun die Wntkd ^-f* y ^^4 ~~* li J^^ jedeh msg^ 
ttchin J^erih von y, immer auf'wsthUdenen SeUtadu 
nut dim Cosinui piwalUhn Dutchnussers ttegeny so iolgL 
dass yrenn man z. B* dan Ansdrnck (662.) avf 
Winkel anvendety ditf im ersten nod zweites 
Quadrantea liegen, fiir Winkel im dritten and Tier, 
ten Quadranten , wenn gleich cos y den nemlidiea ! 
Werth hat, dennoch nothwendi^ der sweite Aos: ! 
drack C663.) genommen werden mucr; nnd am*; 
gekebrt. * . ^ 

III. Auch Folgendes ist iiber die ZwiefachbeU. 
des Ansdmcks von 2 cos j darch unmbgUche Gros- 
sen , . eu bemerken. 

s 

Man 8^e nemlich, der R^rse wegen^ 

— / 

9 nnd 






so ist^ su Folge (662 und 663.) 

665. 2 cos y ss v rl ^"^ 



L 



666. 2 cos y sa w^ 4* "• 
£s isf ofifenbar das Nemliche • V0nn man , 

667. 2 coj y =5 — + ''^ ^^^^ 

668. 2cojy=:-^+lP 

schreibt^. allein nimmt man & B* eine Potestat ^ 
von, (2 cosy) nacb dem binomischen Lehrsatoe^ ><* 
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macht es einen Unterschied ,^ ob man 



m 



lEntwickel. von(2cosyT undf^siuyy 

- + "J und \w + -J Oder (^- + w\ 
ckelty deJih es ist ^ ' ■ -^ 

— + fj = V "»+m«'^^+ ^ — *- c"*" . . . . 



«69. 



>. 



welehes also vier verschiedene Ausdrtrcke zu ee. 
#ea sbfaeint. Alleiil dieses ist nicbt der Fall 5 son- 
|4eni die vier Ausdrucke reduciren sich auf sivei, 

Denn iiach- (6€o und 661.) ist^ 

» / ■ 

670* IV = J — und (^ ss — ; 

^80 sind <lie beiden Oieichtingen (665 and 668.) 
lles|;leiciien die betd^ki Gleichong^en (666 nnd 6C7.) 
und folj^lich auch je awef von den vier Entwicke- 
ilongen (669.)' identisch die nemlidhen und es giebt 
lilso aucb fur die Entrwickelung einer beliebij^a 
;Potestat von (,2eosyy^ nur die ztvei wirklich ver- 
jsdhiedenen Ausdriicke von S rosy (662 und 663.) 
welche die in (II.) angeceigten Bedeutun§^en haben. 
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Entwichel. von(Q.c6sYy^ und(^sinyf^ 



100/ 

I* Nail nelime man eine beli^bige Poteitit 
Yon s^cxjfiyy woria die Aaf{;abe be^teht, %. B« dit 
m Potestat 

67I. (acoxy)" 

, yfo m jede rationale oder irrationale, transccn- 
dente oder nnmdgliche Grosse bedenten kann. 
Man erhebe, um diese PotestUt mi findeh, die bei- 
4en Ansdrucke 'VOn 52coj j (662 nnd 663.) nacb 
4iem binomischen Lehrsatze; der ebeafajils gana all- 
g^mein, fiir jedes beliebige m gilt, sur m Potestat 

II. Man iaan die Ansdriicke t-on 2 coxy n* 

» • 

Tor^ ^er Kiirze wegen, in einen £u»ammeatie- 
hen und vrie folgt schreiben:. 

.672. iCQ/ygs coxy 4*11111 y 4- ■ ... ^ , 
oder genaner, 

675. a<o/±y «<»^y±**wy+^j7rqfrj7j^i 

oder auch 

€74 2co/-4-y =K i?ox + y 'H/faiyf . . ... r^ 
/ -^j _/ — . / • cox+;y+i^«n]r 

oder aucby wenn ntai^wiedar y positiv and aega- 
tiv nebmen will^ bloa 

676- flCDf Yss<oxy+ixiwy4- i ■ . ' ■ > 

' '^ . coxy4»*'*'*y 

welahes Ton selbst {positive Sxnos giebt, wenn dw 

Win- 
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Mntwich^L von (oiaasyp uHd(2siny)*, 

Wiilkel y in d^mertten nod cweiten Qaadraaten, 
«iipd. negative Sinus, wenn^ y in dem dritten und 
tierten Quadranien liegt^ oder gej^en daa erste ne« 
gativ ist.. t, 

^ III* Sntyrielelt man nun die m PotestSten Aron 
dem Ansdrrfcke (2 co$ y) (676O nach dem binoipi- * 
fchen Lehrsatee, so eirhSlt man 

I ' 

676. (a coxy)" = (cos J 4. i xrny)"^ 



'Sabttitairt man. hieria die volktind^n W«rthe 
' der verscbiedenen, m, m — 2» »»— .4 etc. PotestStev 

Ton MX y -f> i ^/n y aus der Gmnd-GIeichung (^^^i)j, 

so erl^t man 

677, (3/J0xj')""i=«)jm(j^+anir)+frfn>n(y+sw») 
\- +mfso/(m— 3)C/+anr) + irin(m^fl)^>+fiii5r)J 

i V * 

» 

♦ •••^.♦-•j 

welcEes der yollstSndige Ausdrnck an$r der verscUe^ 

ilencn Wtrtiw zughdch irtj welobe (a<?ox/>» haben 

kanb; Die Verscbiedenbeit entstebt dnircb die wUI- 

' k^rlicbe 6ros»e n, welcbe jede beliebige ganse, po* 

' sitiTe>der negative 2^bl bedeuten kann. 

j IV. Setet man 9 der Kiirse wegea, , . 

! . ^ [22] • 
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I 

I 

EntwicheL von (ftccsyf^mtdC^smy^ 

«y6.' «o/in(y + an»)+m«i)*Cw--a)(f4»'»«-) 
679. ««m(y+3,n*)+m/in(m— 'a(y + ftn«r) . 

indem man dnrch fill, nnten an P 'an4 (^9 ^^ 
Zahl der halbeii Vmfange w be^eichnet, welch# 
Bu y hin^nkommen , oder davon weggendmmeii 

warden sollen; so iSstt sich audi dia voUitandi^e 

life 
teatwickelunj; von (««>/y) durch 

68a. <2C0Xy)"* = -Pan :!■ 'Cm 

auadrackaiiy wi^, wi^ g««agt, dia VarfoUadaiilieft 
dar Wartha von (i ^^ j^)* von dar wiUkiiriicIiaa 
Groasa n abhangt. ^ 

IXass dar Alwdruck von. (2co/^)"* auf diest 
Waisa durch dia wiUkurlicha Groise n vervoll- ^ 
•tlUidift cardan konna und mUssa, hat mfnnt» 
Wissens zuarst Poisson, im swaitan Banda dtr 
„Carraapondanca wxr Tecdle polytachnique** S. a»2i 
ate gaa^igt. AUain ainan swaitan Thail dar Schwto* 
rigkait macht noch dia Fraga , welche Qon dtn ver« 
fddtdmen Werthen der Grbsse (p, cosy)^ gam rull, g aw 
inwginair^ odtr von der Form (6^.) dnd und fUr wdM 
Wertht von n dergldchtn PP'ertht vonX^cosjf^ Statt 
findMn. . Dia««r TkaU dar SchMri^rigk#it blaibt noch 
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jEniUfic^eL von (2 cos yjT mid (2 sin y)\. 

ML iMben ii1>riy. £r iit der j&^genMand der foU 

I. W^nn y eine rtelle 6r(^s8e i«t, vovon hier 
die Bede tein foU^ so sind £wei FMlle mdglich; 
dmiwedei^ iit «oxjf positiy^ od«r negatiT. 

BMeichnet man daher den abaolaten Zalilen- 

iwrlh von (fiOMyy^,. ohne B^Lcfciiolit anf dat Z^i- 
^Mii TOB atotf, dvrch A 

.681. |««w3fj«* • 

nm ihn von dem allgemeinen Ausdmcke (2 cosyjT 
an nnttridieiden, wolcber VenGWiedeiic» a, B. wenn 

m =: — itt^\f verschiedene Wertho haben kann^ wMli* 

rend der abaolute Zahlen-Ansdmck \2cosy\^ Immer 
:Bnr einen ^einaigen Worth hat , eo sind awei FUle 
moglidu Entwedor ist 

682. (acox^r =a C+^riwyr oder , 

i 685. <fi«)/>r = c-aricox/r. 

Daf ertte iat d^ Fally wenn r im eraten oder yier- 
tokf daa EweitO) Wena jf ink aweiten'oder dritten 

Qnadranten Kegt Die Werthe der GrSssen (4* 2)* 
nnd' ( — 2)^ Bind jetat allein vielfGich; \cosy\^ hat 
launer nur einen einaigen Wfsrtb. 

TL Die 6rfi«se -(* 2 iit nichts andert als 

ficdfS^r; die Grfisse -^2 ist nichts andera alt 

U€6t(^f€r{^i)w, yrenn /< iVj^cnd elae IMiUgt^ poMvi 

\ odir tugctivt » f enxc Zahl bndchmiM Man darf al«9 
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540 III# lai. 

EnHvicIceL von (2 cay)* undi!isinj% 

atir io (677O. ocl^i" in (606.) y sa s^r^t nnd y s 
(2^4*0'' setEen^ .fo findet man die Wdithe toi 
(+ i2)" und <— 2)" «u« der Formel ;fto (2 w;)" 

Man er^lt in (678 nnd 679.) w^ia naa y aj 
fl.)i*4r aetzty I 

P^s=:^fSm(^t|-ii)v4-in<KNr£tCtn— 2} (^-fn) «•-!-.,•,, I 
j2^=;xm2nt(/«« + ii)5r + m xm2(iN— 2).0*+»)* + .* .»^ 
odei:, weil /« und ft |^s6 ZaUen aind, und abo 

€Uf2(m-«2)(^-|*'0*'^^ ^0'd"'Cf**"f"'^)*' 

4dt2(io-^2)Qi-f-'>} '==^ iinamOM-f-n)* 
«to. itt . 

JP^ ss 4»xftm(A>-fn)y (^i+m+ ?^*^^^*^ ,..,J^ 

Oder V 

» A» *^ ^^ 2m0*+«)*'.|2p 

«lso, naeh (680.) ^ - 

684. (•f3}''s2]9f'.(«OfainO«'f->Q«-i->i^a<nO«-f>0')- 

)■ ' 
-Set>t man in (678 Had ^^gOj* as(a/w*4-0"'> ** 

erhalt m&n 
Oder, weil a» B. 



' \ 
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Bniwickei, von (suvsy')^imd{2sinyy\ 

etc. iBty 

•dep 

P^ss<tonft(a0.+ n)4.i)».lar ' 

also^ nacb (690.) 

■ ' /■ 

685. (ruTss \2f^Qosm('^0^+n)+ 1)«- + 1 Aim(30i+ii)+i)ar V 

III« Substitairt man Dieses Sn (683. und^ 683.)> 
'90 erhalt num, veU |fl|°*.|co/y|" zz |a«wji« ist, 

686. (2€osjy^ss: |aM>^)rPr ^#fimCM4-n>4-i msmO^-f'/'')*' I 
nnd ; . 
«87t (^cof >)"= jaw^l" ^coxm(t 0* +n) -f. 1) n* . 

4-imm(aCii-|-ii)+i)«j. 

Der erste Ausdmok (686.) gilt, wenn e^sy positir 
Mtt Oder in dem ersten oder vierten Ouadranten 
Hegtf de^ £Weite Ausdmcky wenn cox y negativ 
htf od^r io dem sweiten oder driltfn Qnadranten 
liegl. 

IV. Blaii kann auch dieie Ausdriicke « wenn 
man will, ana der Grand^Gleichong (^56.) finden* 
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Sntwichel* von (i^cosyfundCjzsinYy^ 



Ssatt 

* I 

668. (aeor^jr ss (+»naco#yr, 
vrenn eoj y positiv , und / ' 

689. (oeoxT)* =B (~i)*|flcaryj*, 

Nun iat - cox y ss -f- ^ iind '''» 7 ==^ <> t wesQ 

y =i 2 /*^», und cos J SSI — 1, sin j zx o^ wenn 

y = (s /M -f- 1) f wt , wo ^ eine beliebij^ gaact 
Zahl bedc^utet. 

Selxl man daher in (656.) mtlich yss^^r^ 
00 erbUt man 

I 

S«t£t Ulan y8s(aiw-f*0*'» *<^ firbSlt into 

691. co;m(2C«4+n)+i>- + irfnm(2C^+i*)+i)ir5=(— 0". 

Subitituiit man Dieses in (688 and 689.}» so «• 
halt man 

V 

filr ein positives cpg jy und ^ ^ 

fgjf (ilcQiy)*fw|acoiyf rcoim(fiO*+n) + i)0 

+ «fiiim(20i+n) + i)r) 

/fir fin negatiTeiicol/sBoides vie in (686 ond 687.)^ 

y,, Sf^Ut man- nnn dieso beiden nenen Am- 
drttcke von (2co/y)" dem Ausdrucle (677.) gleidi, 
so erhitt man - 
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Weiia y ibi fritea odv vierten (^foadraot^n lifg^ 

Qnd 

eo/m(y+a»»)+i»icoi(m— 5i)(y + a'»0 •*•♦ 

j+ijfwinKy + antr) -|-m iin(m^fi) {x^ri^^) J— J 
€95. ^ ^ ^ ^ 

=5 |a cos yrQos mCflOi*+n)+ 1 Jtr+i fwimCa Wit)+i>r^ 

wenn y im sweiten oder dritten Quadranten liegt 

VL Au diesen baiden Gleichnngen (694 izfld 
!^&) batte ich in meiiier, obe^i erwabitten Amner * 
kpng fiu der Lagrangischen Untprsuchung derEot* 
%ickeliuig vott.^flcoiy)" gescblosaeo, da«» fUr die 
nmlidhm fP'erihe yon », fur ^irelfhe recbterhand^ 
fUlweder dev. uniaogUcbc, o4«r der reelle tbril 
ler geea^tea Gr&s^e wegfaUt> ancfa liakerbai^ 
4er unmogliche oder der reeUe TbeU der.geaammr 
te& Grosse rerscbwinden milsse. 

Dieser Scbluss i«l «war ri<;btig, rvenn nym ^ 

glekh }fuU xeftcf, wi« icb daselbst annahm , well icb 

daTTon auflging, das» cosy ss 1 und siny:;;= o ist 

fiir y = o mad cox y s?8 — X und sin y =s o far 

1^ = ir. Detin aetfst man i? (694 und figS-i ^ = 0, 

i 10 MciW vim dai^ienigen Gfowen, wn ivefcAeii die 

^ir«>^i^iii«£2«fiifc«if lUr PVirtht von (tcosyf^ aNiSm» «^ 
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JEntwicTieL von {^icpsyT imd(2siny)^i 



Imim S^iten Bur «fleia die GrSsae n-^Sbriff, mid 
dk diese 6r<Ssse , lyie ^ns der .HerleiUug 4er Aiu- 
drilcke (694 UAd 696O in (II*) erhellet , aof b^<|9Q 
3^eiJteo 'ideniisth die nemlUhA Ut^ mo taxuw d«na al. 
lerdin§^, nothwendij^er Weise, fvr dU natdldm, 
J^joihe- Pon n , fQt welche fecbterhaind di»t nnflu^^. 
U^he^ Oder der reelle Theil Yerscbwindet , audi 
linlrerhaiid der ttnmdgUdie.oder redle Theil weg- 
^Ilen: . . 

Da wdesseo der Wci'th Ton /> kdneswera 
mitht»indig Null ist» ii^dem eben so vrohl cos jzsi 
nod ii/i y s: o ist, fur y^ps d/»9r, ala fiir y s= 
nnd eben so wohl cox y si — ^ and /fn 7 = o for 
'ysE5(2M-{-l>r, alfl:fiir>=vist, 80 fihdet die Gnmi. 
Idge de$ Scbloases nicht Statt und et f61gt mithia. 
mcbt nothwtndigy dasa ftir die nemlichen W«rthe 
Yonn,* fiirwelche recbterhand der . reelle oder dir , 
vninoglicbe Theil verscbwiiiden , linkerhand eta 
6leiche8 ^scbeh^a mius , 80 da^a maa. alao audi 
auf dieaem Wege die ^gaiva reellen and die gans 
imaginairen Werthe von (s cosyf^ rdcta fndfn Una. 

Meine Erlauterang der ao oft verfehlten Ent- 

wickelang Ton (1;^ cosy) ^ am angeseigten Orte, b«- 
darf daber ebenfalls noch einer Cernern Beiichti- 
goof. 

Wir woUen dieae Bericbtigiuig Yeraacben* 

VII. Ea kann , wie geMgt^ aoa dttn Gleidraa* 
ptk (69^ und, 695.} die ttbrigena aUerdinga ai^Wi' . 



:i 
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loi.. /III. 3^ 

' Entwiekel^ von (2 cosy)* und(2siny)\ 

den Seiten gleich viele Werthe haben^ nicht ge- 
ccblofsen vrerden , dasa fiir die ntmllchen Werthe 
▼on riy far welche rechterhand, entweder der im. 
mdgliche bder der reelle Theil verschwindet , lin- 
Ik#rband das Nemliche geschieht. Es kann attr gt* 
achlcsien VHrdmj dass in eben so vhUn FaUeny alt 
w^eehi^rhand der wimogJiche oder der rtefflc' JTidl wtg^ 
fdlttj auch Unkwrhand an Gludus gesefuhtn muss, weil 
B.eelles nur Reellem nnd Unmdgliches nar Uaiiidg.' 
lichem gleich aein kann. 

Man iieht dieses am deutlichsten aus den Glei^ 
chiangen (688 nnd 6891) vrelche, wie sich in (TV.) 
seigte, ebenfalls anf die Gleichnngen (6g4 and 695*) 
iuhren. Da nemlich in 

696. (» CO/ y)" = (+i)»|a CO/ yr ' 
irelohes die Gleichnngen (688 nnd 696.) sind, die 
.Crosse |dco/yP rechterhand nnr einen einxigen 
Werth hat 9 so hat nothwendig (ftco/^)™ linker- 
' hand ebtn so viile gans reelle oder gans imaginaire 
Werthe als (±0™. Da nnn 

(+I)"* = co/«mCM+»)«" + «''^«a'n(M + n)» (690.) nnd 
(— ir = cos m(2C^+n)+i)sr +1/&1 m(a(^+n)+ 1)» (691.) 
nnd also (+ 1)"^ TOn der Form 

. 697. fl + i *, 

ist J der allgimdne Ansdmck von (2 cos y)"^ aber, sn 
Folge (68o0> ^® gehdrig^ ebenfalb diese Form bat^ 

fulgUch, wenn man (aco/jl™ dnrch c beseiohnet, 
allgemein die 
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t 

\ 

EnJtwUikeU hon (2 cosj)r und (»sihy)\ 

t 

State findet , so fol^ ^ dass , sobald & gleicb Null 
ist, au6h mthwmdig Q^ gleich Null scin muss, und 

sobald a gleich Null iit, auch P^ gleich NuU 
«eiQ moffy veil eine reeUe Gr^ste nur eiaer reel- 
len und UnmnBylicbes nur^ UnmogUchem gleich seia 
hann. Deuu man' setM y es konnte s. B. a gleich 
Noll cein > oboe dass P^ ssi o ware , so wSr* 

lfrelche$ utimJigUch ist 

Es folgt also unbedingt, ^dasa in Am so vidm 

Fdllm als der Werth yon Cti)"* gan« reell, oder 
gan£ imaginair ist, auch nothvendig dor Worth 

Ton {atasyf^ ganz reell odor gaas imaginair srin, 
das hoisst i^su ^^'^^ ^m "^erschwinden muss. 

Fiir wolche n aber Q^^ =2 o und P^ == o ist, 

kanu freilich hieraus noch nicht gefunden werden. 
Man findet nur erst die Zahl der Falle, ^n velchen 
(J^ nnd in welehon P^ gleich Null isL ^ 

- ITnd awar kommt es nur , dfese Zabl der Falle 
aur finden y vie leicht £U sehen , * auf die Untersu* 

^hung dor Grossen (Hh *)* **** 1 



102. 

Sohrotbt man in (690 und 691.) statt dor ^n< 
aon ZfOhL f^^n^ der Eiirae wegen, bloso f, §0 ist 
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^MwickeL von (2 cosy)* U7id{%nnYf» . 

• ■ 

700. (— i)" sscoiCar+Omir-l-iwCif+OFnw 

Es ist nun su nntersachen ^ in m% vidm FMtn^ fur 
einen beliebi^ioi Werth Yon m, die Werthe von 

(-f-i)" und C— 1)"* fflnz r«//, nild ia Mri© Tielen 
FMllen sie goos OftOj[tmitr «iod. £• ist aber nur nd-» 
thi|p, m |K>J&iv sa nehmen; denn iat m begativ, to 

darf mu nnr ^^^^ und —-L-^.tattr±»)"'niid 

(acoxy)"* ichreiben, wo dann m wiocjy^r positiv ist. 
diea^i ist stitbijp, veil f&r negative m der allge- 
meine Aii;dnick von (iicafyr (iS77) wegen d«r 
Binomial-CoelBcientvn- divergirt. 

firttlicb. Et sd also m eine ganzM, posiiivt ZaM. 

.^ In die«em Falle iat offenbar a^m immer eine 
positive, oder negative ganUf und £war eioe grade 
2ahl» , Von jeder beliebigtn graden Zahl von w ist 
aher'dei^ Siniis gleicb Null, der Cosinns nie gleich 
Nnll; also ist in diesem Falle der Wert& von 

(-|-i)^ immir gans reell und ewar bat (+»)* nur 
den einsigen reellen W^rth -f- 1 ». weil von Jeder 
graden Zafal ^on ir der Cosinns immer gleicb -f* i 

Did 6r6sse (2i*|-i)m ist ebenfalls immer ein0 

ganse positive oder negative Zabl, and swar eine ' 

.grade 2Uihl^ wenn m grade ist, and eine nngrade 

, Zahl, wenh m an grade ist. In bpiden Fallen aber 

Ui^Slt^^•'^l)mit gleich .Null » der Cosi^ua ^ist nie^ 



^ t 
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EpUioiakBl, van (2eosyy und(%siny:t* 

• I 

gleich Null 5 alsK> i«t auch (-^i)"*, wenn jn eine 
gan£6 Zahl ist, imtner g&nz reel> and swar Vkt 
(— » i)"* nnr den einsig^en Wcrth + * » wenn m 
grade', und den Werth —if wenh m nngrade irt, 
weil (a»+*)''* *"* ersten Falle grade , im^sweiten 
ungrade nnd also cox(df -f-i)^'' im ersten Falle 

gleich 4" 1, iin rvreiten gleich — i ist. 

' > 

JZireircn/. jEx /ei m cm btUtlngtry posidver Snklu 

Man setee m =: -- wo • and a gan&e ZaUen 

find and vorausgesetot wird, dass man den Bmdh 
auf die kleinsten 2iafalen gebracbt hatf to ist 

701. (+i)" = «>x^^»^ + irin(5^«r) 

702. ('-0 =«>^( ^ ^ »^j-H^w(^ , ]^ ' ) 

* 

L a. Da YOn (-|-i)"^ der immdgUcht Thdiy isin29m9 ^ 

nor dann Tecschwinden kann, wefin sr irgeodk 

ein Vielfaches von y ist^ so finden gans reelle 

Werthe von (+*)"* StaU, wenn irgend erne 

g4>l«e Zahl ist. 

Ist nun A grade, so ist—-- eine ganse ZtU| , 

wenn 

fit =s A, aA, 3a etc« 



1st A ongrade, sq ist — - eine ganze Zahl, wena 



d»f 
T 

fSSA, AA, 3A etc. 
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.^9 , 
EntiviisJieh von (2cos y)* jikd(2sin y)\ / 

wid swar i«t im eraten Falle 






velche . Zahlen », a», 5» . • . . ^rade and utu 
(pra'da feui k6nnen» im ande!rn Falle iai 



S»f. 



=: 2», 4«, 6 



• • * 



welche Zablen 2«, ,4«, 6*. . . . immer ^ad» 
find. 



Die Zahl 



2»f 



^ kann alio immer eihe ^panse Zahl 

aein, nnd «war eine ^ade nnd angrade, wenn A 

-^ade ist uud nnr eine grade, wenn a tingrade 

iit. Der unmogliche Theii von (-f- 1)" kann alao 

wimcr, /«ir /edex '^ = -^ verschwinden nnd d^r ilbrig 

U«ibende reeSe Theil ist gleich dem Cosinu* 
finer griden oder nngraden Zahl von «•> wenn » 
grade nnd Moss einer graden Zahl von », wenn ' 
A ilngrade iafe Da nun der Cosinns einer graden 
JBaM von •■ immer + 1, und der Cosiaus einer un- 
graden Zahl von w immer —i ist, so folgt^ dass 
far alle m<»gUohe. Werthe von . nur ewei gans 



J. 



^ teem. Werthe von (+i)- = (+,)*, „emlich die 
; beiden Werthe + t and - x Statt finden , weni 
a grade ist nnd nur der einuge gan^ reeUe Werth 
1 , wenn x angrade, ist. 



1 + 



3*» 



m. 



to*. 



EntwichU von (2 cosy)* ttTt^Qt sin jT' 

b. JDit mlU Thai cos r^*) von (-f- 1)* ssk 



(4^l) kann nur Tvrsdhwipden, wena 



fl»» 



5 



ss + — , +— -, db — etc ist. 

Da d» immer eina j^ade Zahlist, sokann cos — « 
nor Tertchwinden. wenn 

(r+i)Aaa4», ^ 
^o T eine beliebige {;anfie Zahl badeiitet und • 
Qiljprade i»t^ denn nur Sir (f-f- a as 4* ist ^ 

1 S 

nnd dieaai giabtnor dann dia ZaJUan + — , .4^-7 

4; — • • . • wenn • tmgrada ist. 

M 

GanE ima^aaira Wertha Tan (acmy) fiadea 
also nur dann Statt, wenn A ain Vialfadias toe ^ 
nnd aoglaich « aina ongrade Zahl ist. , ^ 

Diesa ganz imaginairan Wardia sind. H^ ^ ireS 

A — a'— a' — a ' VA/1 

immer nnr, antwedar -{-i odar «»i ist. 



IL Von (—1)" *»nn 
a. Per tinmai 



1 



d«ni( VmrcdtwiadMi , wenn ■ ' ' • t 



\ 



irgend «• 
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Entii3ichL von (»cosyptmd(!isinjT» 

(^idftushaf Yoii' «• ^ also ^ilXi2 * irgtnd tioa gani;e 
SaU ist. ' 

Wenh nun x gprade i«t^ so i«t s aothwendig 

EUigprade, weil fonat der Brnch — nicht, der Vor. 

lUBffetsang gemass, auf die kleinBten Zablen g^e- 
bracht sein wilrde. Aber dv-j*' ^^ ebenfaUs ^ipe 
angrade Zabl: alao ist anch .(3'*r*)* ungrade. 
&Uo kann a in (2»-4-l)» nie au^eben,. folgUch 

^ "T" nie eine gan^e ZaU seta nnd mitbin der 

Dnmosrlicbe Tbeil tue Terschwinden , wenn k exne 
Zah^ ist* FtLr ein grades a also giebt es 



tcMs gana reellen W^rtbe yon (-*i) s=s(— ) . 
Ist A ungrade 9 so kann r so angenomm^n vrer- 

a y ^r* & 

fcn y dass — -^ eine beliebige ^ und i^war nur eine 

bdiebiga wigrade ganae Zabl ist , weil Uogrades 
larch Ungrades dividirt , nur Ungrades giebt Also 

Itatiii TV — eine grotfe Zah} sein^ wenn % graJk 

A 

id (rine imjfraife Zabl, wenn % ungrade ist Mit. 
iindet immer ein gan& reeller Wertb voa 

M 

coxjr) Statt wenn a uvgrade ist nnd awar nur 
einaiger reirller Wertb. Derselbe ist gleich 
1 , wenn » ungrade^ und gleich -f- ^ wenn «i 
la ist • 



1 



I I 



r 



N 



352 IIL IP". 

EntwicheL von (2 cos yT und (2 sin y)". 

b. Uer w/te TA«a«i»(^^ii^«r)Ton(-ir 
kann unr versch^rindcn, wemi 

A .— 3'— a*— a 

ist. J 

Jbt A prade, «o iat « nothwendig ungradc, veil 

soMt der Bruch -f »icht, dep Voraussctenng gc- 

mSss, auf die Ueiiistea' Zahlen gc^raclit seia 
vr&rde. Aber « t + t i«t ebenfalU eiae ungrade 
ginW,. also ist (at+i)*, oder, was dasselbe ist, 
(2» + 0* wnmer unfrade* Mitlun kano, urenn a 

irade ft, (il^die Werthe ±~, ±|. ±f-. 

T + l 

Oder, aUgemein aiugedriickt , die Werthe +-7-1 

vo y eine >eliebige ganae Zabl bedeatet, Je&h 
^unjjif^cise haben. SeUt man nemlicb a ss: fl«, i?» 

nun « immer ungrade 1st, und folglicn-jjp •«= 

•i> folgt daraus a i^ + 1 =s + -p.toder B»=3 + -7-«+*«j 

Da nun r, und folglich a», nur eine ^owe Zabl la^ 
kann, so ist diese Gleichung nur mogUcb; weid 
» ungrade ist, weil r+i sowobl, als «, und foljJ 
lich auch (r+O^f immer ungrade ist. Die eria 
l^edingung, wenn fiir ein grades a der reelle Th^ 



-^ a; 



von ( — 



soil, ist also, datfij 



• ^ 
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' I 

ungrade ist. Nun folgt weiter^ au8?^!^*=i«=3q;!il 

: A '9. 

I ■ ^ 

4f±2=^liiA, Oder 4f = qp^liix + a) nnd 

»=-f-\ ^ ^ ^ j> ^^^4^ nothjvendig eine un- 

p-ade ZaW ist, well r + i und * beide ungrade 
»ind. Da nun f nur eine ganze Zahl sein ikann" 

so musa — - a + » , das beisst , die Summe eines 

^eliebigen ungraden Vielfachen von a und der Zahl 
2, nothwet^dig ein Vielfaches iron 4, also z. B. 
A =; 2» 69 i4, 22 etc* sein, wenn der reelle Theil 






von ( — 1) verscliwinden 30II. Ist dieses der Fall 
80 kanti ^ili^ fiowohl +— , + A , 4. 1 

I 3 S 

!?1« -^y> ~T' ~F'*'* *®*"* '*'^** ^* findcnalso 

^alsdann die beidea imStginairen WerlJ[ie«-|- j und 
— I Statty aber auch nur diese beidem 

I«t A ungrade/ so kann ""V ■ nie gleich 
^Y' —"5"' db^* • • •? ^der? allgcmein, gleich 

[dt it^ ' sein ; dcnn es folgt daraus , (2 » -[- 1) « =: ^ 

' ■ ' * " ■' ■ ^ 

^±- — j" > wo (2^4.0* eine ganze ZaM ist^ ' 

i ' . . 

■ — -^— - aber nicht; weil a sowojil als t,-j-i un- 



^^ 
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I 

Entimckel^ von (2 cosyT und {isinjT, 

grade sind. Fiir ein nn^^rades a finden also keine i 

gans imaginairen Wertbe Von ( -- 1 ) Statt. 

JDritttns. Es $d m tine pasitipe, imttionalep trans* 

cendente oder unmbgUche Cr6ss€» ^ ! 

In diesem Falle kann, yn^ ana (699 und 700.) I 

teicht zu liehen, nur aUein der imhguiaire TheU 

von (+»)"^ vertdiwindeii und swat fur f =s 0^ 

denn 2ffn and (dy-^l)m konxito sonst nie^ weder 

I 5 H 

ganse, noch ^ine von den Zahlen Hh — > rt ~"i 

4. — . , , , 'sein. In * diesem Falle aUo ist nor d& 
— 2 

, einzige reelle Werth + 1 von (+i)* mogKch. 
Alle ttbrigen Werthe von (+ 1)"^ und (— 1)«* aini 
/VOn der Form a-|-4i. 

Die Znsammenatellung der ftesoltate dieser 
ITntersuchuiig der Groasen (+ 1)"* und (— 1)» i^ 
folgende. 

JErjtficA. Wenu m dne ganse positii^e Zahl ist, 
60 hat ("4" 0"^ im&er nur einen Werth ^ nemli^ 
den gans reellen WerUi -|-i, (— i)** hat immer 
ebenfalls nur einen Werth und swar den gans 
reellen Werth -f-i, wenn m grade, und — 1, \fenn 
m ungrade iat* 

Zfvtkens. Wenn m ein ppsitiyer Bruch — ist^ 
so hat ' • . 



I 

^ 



• * 



J 



ia3< 



I I 



ni. 



355 



Entwichel. von (2 cosyT undi2HrijT, 



\ 



L (+x) den rfneir gan« I'eellen Werth + i, 
wenn a ungrade und die ^l^eiden ganas reellen Wer- 
the^ + 1 und — i , vrenn x grad^ ist Au5serdei|i 
existiren nur nOch, wenn X ein Vielfaches yon 4 
mid « TOgldch eifae ungrade Zahl ist , , die I^eiden 
gans imaginairen Wcrthe +' «nd —i von (+1)"*, 
AUe iibrigen Werlbe dieser Ordsse sind von der 

!!• (— >) hat, wenn a grade ist, keinen 
gans reellen Werth , sondern nur im Fall « un- 
grade und 2ugleich ' die Siimme der Zahl *2 und 
eines beliebigen ungraden Vielfachen von x ein 

VielfJEiches von 4 , also ms=— z. B. — . — — 

^ . a * 6' lo* 

■g-, — etc. iat, die beiden imaginairen Werthe +1 

und — i. Ist X ungrade so hat (—1)^ nur den ei- 
nen j^ans reeHen Werth + » y wenn '« jgraA und, 
nur d(pa einen g^ns reellen Werth — 'i^wenn k 
ungrade ist. Alle iibrigen Werthe der Grdsso 



v ' 



(— 1) sind von der Form « -fr ^'• 

Drittats. Wenn m eine positive, irrationale, 

transeendente Oder unmogliche Grosse ist, so exi- 

stiren nur von (+1)"* der einsige ganfe ree^e 

[ Werth 4-if alle iibrigen Werthe Von (+i)» und 

; (— iy» sind yon der Form a-^ bL ^, 
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<h^^MM"">r«» . fai» ,*<mmmt^ im^i^K^ '* p^*Cp< J jfJi 
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EnlwicJcei, von {^cosyy undi2sihij) * '- 
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104* 

Diese Restiltate kann man nua^ ^e folgt, auf 
die Grosse 

anwcaden* ' 

Man eotwickele zuvor den allgemeinen Aug- * 
druck derselben (677.) nemlich 

702. (2co«y)™ = coj'inC^ + 2n5r) + i«Vim(y + 2nirj 

wie folgt, 
£s iit 

C0i(rn-2)(y+2n«-) =3^05(m^a)y co^2mnjp-Wn(7n-2)yizn2mn7 

well ft^B. cof(m— 2)2n,5r2ai cojamMw und rfo (in-2)2^ir 
=3 ^ifi 2 m n »■ etc. j ferner 

5in(ii?-2)Cy+iWir)=sxw('w-2)y co«2/wnap4co5(j7J-2)y s*«2»w>r ' 

• ••••♦•*••*••••••••> 

ans gleichen Gr^nden* 

Als^o ist 

703. (2 COS ^)" 3=3 " . ^ 

co«i7iy + wica«(w-2^ + — ^"^ — ^ cos^w-*);)'....! 



t t 
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1Q5. IlL , 367' 

EntwickeL von (2 cos y)° und (p-sin y)\ 



V 






+1 sm fimnarf cosmy + 1» cos(i72-2)y +— — ^cos 



Cm.4)y.-.^ 



Die tSoefficienten zu dosQmnir und sm2mn9 sind 
niciits anders ah !Po und Po (678 nnd 67909 dena 

jCs ist . , ' 

rn(rn'-\) 



704. co/iny + jncoj(iw-2)y + 



2 



C()s(m-4)y.... = Pp, 



«n(w.4)y,,..a=J2o> 



also iftt allgemein 

706. (2co5jf) =i%coxfimn«- — posinamn^ 

=(±ir.i2co/yr. 



y % 



N 



iq5. 



Nun sei ^ 



Erstlichj m tine ganzt positfivt ZafUf 

so- mass der unmogliche Theii i {Pq ain amn^ 
; 4 Qo ^os 2 mn w) des allgemeineif Ausdrucks (706.) 

notjiwendig immer yerschwinden, weil (4^i)"* als- 
dann immer den einen reellSn Werth +1 oder 
■— 1 hat. (§, io3. Erstlich*) ' 

I Von dieser Grosse . , 

I - ■ . N 

I 1 • . . • _ 

''707. i(Posin2mnjF'-{' PQC0S2m'nir)y . 
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Entwickel, voni^cosy)* undi^sthyf. . 

I 

die . immer verschwinden soil , ist der Tkeil i 
ifo^2mn^ yon selbst Nail, denn vod jedem b«- \ 
liebigen Vielfachen yon w ist der ^ina« gleitiiNuIl, 
also ist m arnns- immer, ^leich NnlL £s bleibt 
daher nar der Theil iQoCos2tnnit ubri^, welcher 
immcr Null sein <;soll« Daraus folgt, dass immer 

708. Po Oder sin my\m^in{m'2)Y'\''-^^-^di^mFA)y.^^^ 

ist, ^ur jedes ^positive ganzzablige m» 

Dass dieses wirklich ^der FalT iat, lasst sich 
auch a posteriori nachweisen. 

Zaerst nemlicli ist klar,* dass die Reib^e 
709. ifriwy + i»i6i(i»-2)y + ■* xin(»»-4)y •'• • ♦ 

t 

fiir ein gani^sabliges positives m nicht unendlich 
fortlaaft, sondern beim tn -^ oxetk Gliede abbricbt, 
• weijl die Binomial -Coefficienten £u diesem and al- 
ien folgenden Gliedern gleich Null sind. Sojkinn 
ist bekannt, dass die Binomial* Coefficienten fur 
ein positives ganssahliges fn^ Paarweise, in glei-' 
cher Eiltfernang vom Anfknge nnd Ende der Reihe 
gleich sind. Ist m grade , so bleibt in der Mitte i 
einer allein* Nun steht aber iih leta&ten m-j-iteo 
Gliede, /m(ni— >sm)y = -rxinmy,. im vorletsteoi 
i»ten Gliede, w(j»— »(«— i))y =s — riii(w— 2)y 
u. s« w. und wenn m grade ist, so ist das mittlere 
Qlied ss ;m(m— M)y c= o. Gleiche Binomial-Coef- 
ficienten tind also in der Reibe aucb mit gleicb 
grassen Sinus » die aber , entgegeogesVtse Zeiobes 



; 
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JElHtwichel* von (2cosyy und{7.sinyT» 

baben, multiplicirt; also hebeh sich alle Glieder 
auf und die Crosse P^^ ist^ wie gehorig, immer 

gleich Null. 

Der iibrig^ bleibende reelle Wertb von (a co/>)" 
%a\^ vermoge (706.) 

(2coxy)" s= P^ cos2mn7t^p^sm2mnw 

-and weil p^ =; o (708.) and cos2^nwy (a^ jedes 

^anze p(>siCiye oder negative n, immer gleich -|- x 
ist) Moss 

710. (stcosj)^ = 

P^ = cosmy-irmcosim — 2)y + 2^21112: coj(»i—4)y.... 

Dieser Ausdmck soU nan, wenn m grade ist, im- 

* 

met positiv sein j cos y mag positiv oder negatiy 
Wn, weil dieses mit (+ 1)** nnd folglich mit (2co/y) 
= (±.^T\^^osy\'^ der Fall ist ($• io3. Erstlich.)- 
Da cos y das entgegengcsetzte Zeichto annimmt, 
Wfsnn.man w' + y stalt y setzt, so mftssen 

xosm(:>r^y) + i»coj(w-a)(jr+y) + -^j— «>J0»-4)(«r+y).... 

und coj «y-i-»» co/(i»i — ^2)y+ — -—coj («i— 4) y..Mf 

Oder P, und Po, oder 

coJ(i»»)Po— '''^(^""Jfio (703.) und Pq, 
oder weil p<> == o (708.) ist, 

711. (cox(i»»^).Pj, und Pq 

entge^engesetj^te Zeichen haben, wenn m ungrade, 



36o ni, io6. i 

ETttiaiohel. von (jzcosyy und(2sinyf. 



1 

iind gleicbe Zeichen; wenn m gr^de ist, and die* 
ses i«t, wie man sieht, wirblich der Fall, well 
cds msr gleich -f^i ist, fiir ein grades m und gleich 
— i,.fur ein ungrades m. 

Der Ansdruck (710.) gilt also g^ns allgenieia 
^filf jedes beliebige y und fiir fedes beliebige ganz- 
zahlige positive m. 

« 

1st m negatiV) so erhalt man 

712. (2 cosy)" = ^rrs = "cT- 

' / (2C05^)-"^ i*p 



cos my -^m <;os(/n + 2)y+ -^^-; — - cox(m— 4)y.... 



io6, 

I . It ( 

, Ziveitens, m sd mn beliebiger posilwer Bruch—, ] 

I, Es sd cos y poiitiv . 

JC 

so hat (2cosy)^ Oder (2 cosy) nur einen einri- 
gen reellen positiven Werth, wenn a ungrade and 
nur £wei gleiche, and dem Zeichen nach entgegeb- j 
gesetzte, reelle Werthe, wenn ^ grade ist, yreH j 

(2 cos y)"* = |2 coj y P <4- X y^ ist, and es sich mit 

(+i)°* so verhMlt. (5. xo3. Zwdttns /•) Der wu/^ 

* 

mbgliche Thai des allgtmdnen Ausdrucks^ von (^% cosyf^ 
(706.) muss also in dies&i Fillen nothsvendig gldch NiJl \ 
sdn* Diesel giebt ' . ' ' 

« 

713- PgSinamnir -{- Q^ cos amnw ss Of 



\ ^ 



t» 



I 



»' 



io6. 



m. 



361 



EntwicheL von {2cqsyyund{%sinYY. " 

* t / 

. und €8 bleibt fur (2 cotyf^ nur / 

7x4. pQ co/277Vi«r — (Jo rfnflmn*- =2 {scesjif^. 

[ ZH^ser Au^druck von (2Cosy)^ ist noch unbestbhnn, 
wdl man den PPenh d^r darin, vorhommendeH willkUrlU 
chen Orosse n noch nicht Jiennt. Der fur diQseh Fall 
passe&de Werth vunn aber hangt^ v^riupg^ der 
deichun^ (7^30 ? A^^ nothwendig mit dom Aub- 
drncke (714.) TMgkich 3^tt .findet, TOn m and 7 ab« 
Man muss also der Gr(is8e n in (714.) nothwendig 
grade denjenigen Werth geben, welchen (713.) 

' bestimmt. 

£s kame alio darauf an , den Werth yon n 
aus der Gleicbung (713.) £u entwickeln and in die 
Gleichung (714*) s^u substituiren. Die Enttvicke* 
lung selbst aber kann man ersparen^ denn Ent- 
"^ wickelung und Substitution zusammen^ ist nichts 
; anders^ als /^egschaffung der unbekannten Grosse 
n zwischen den beiden Gleichungen (713 and 714O 
and diese ist leichter. ^ . ' • 

I 

Man quadrire nemlich diese beiden Gleichun- 
gen (713 and 7i4*) and addire die Quadrate, so 
erhalt man 

i'P^^MS2tnn^*^*iP^Q^.sin2ninfr,cojf29nnw+(lQ*.sin 2mnm 

= ((2C0Xyr)*, 
Oder, 



■\ 



V / 



\ 
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362 lU* ' ^^* 

EntwickeL von (pLOOsyT und{2 sznyT* 

also 

mttiSMB der Aiudriiek der reellan Werthe tod 
Qicosyy^ f&t eia positiTet cox y ist. 



A 



Da ea nur einen positiren Werth von (•f'l) 
giebt y wean a unmade nnd 'pvrti gleicbe nnd enu 
gegengesetoie Werthe, weno a grade isty so findet 

' ein Gleiches anch fiir Qitosy)^ Statt ond es ist 

^ fitdmn tmgradm Newur 9on m Mom 

716- (acwy)r = +>^(it + fii)» 
/(if eincii gro'^ NciuMr von f» o&cr 

717. Oico$yr = ±yriPl+Qi) 

Anuer den gans reellen Werthen eristii^a 

• noch Wei gans onmogliche^ gleiche and den Zei^ 

, ' ' '' ' L- 

chen liach entgegengesetste Werthe von (2 cosy) 

\' : \ fUr einen positiven Cosinus^ wehn a. ein Yielfaches 

Ton 4 and » ongrade ist, weii es sich alsdannmit 

« . ■ ' ' ' 

A ' ■ ' ■ * 

(4- 1) SO verhalt ($. loS. Zwtittns J.}. Fiir diese 

gane imaginairen Werthe ron (Qcosy)^ ist also der 
reelle Theil des allgemeinen Ansdrncks (70&) gleicb 
^' NuU, folgUch 

•^ 7i8« P« €0X2mnsr — p^.iiasninir s 0, 

nnd es bleibt nun for (,2€osj)^ nur der imaginaire 

•irheii ' 



J 



1 

I 
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£rttwickeLvoh{2,cosyyund{7.sinY)\ 



km 



719. i(JP^m^fnnw-\-il^cos2mn9) xs (aco'y) 
iibrig. 

Diese beiden Gleichnngen gebe]^} wena man 
wieder a^wiBchen denselben auf die obige Weise 
daa unbekannte izelimhiirty 

r 

n^d dieses iat der Aasdmck der beidea gaat ima- 

ginairen Werthe vaa (st cos 7)"^ 9 welche noch aus- 
. ser den gaae reellen Wierthen Statt finden^ im 
, Fan der Nenner von m ein Vielfaches von 4 and 

xoj^leicb def ^hler von m nngrade ist. 

\ IL Eb 9d cos y negativ. 

In diesem Falle hat (sco/y)™ gar keinen gans 
reellen Werth^ w^nn a grade ist and .wenn a an*. 
grade ist , einen reellen positiven Worth fur ein . 
grades » and einen reellen negativen Worth far 
ein ungradoB », weil ea sich in diesem Fallo mit 

(—1)^ so verhBlt. 
^ Fiir ein ilngrades a findet man also wieder den 
gans reellen Worth von {stcosj)^, wenn man^ wie 
in (I.)# den imaginairen Theil des allgemeinen 
Aasdracks (7O6.) gleich Null setzt and swischen 
dei* dadurch entstehenden Gieichang und dem ikbrig 

bleibenden Aasdracke von (ficoiy)"^ das onbe- 
kannte n eliminirt. Da die Rechnang gans die* 
sdbe ist, wie im Anfange von (I.)» so findet man 
aucb, wie doft, 
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364 ^ ni. 107- 108. 

Entwichel. von {^cosyT und{2.sinjy, 

721. ((2CO/jr)* = l^,» + Co*. 

* £s ist also 

Fiir einen ungrddm Nenner von m^ 

782. (2 COS yf = 4. y(P» + i^^)^ 

vrenn der Ziihier von m grade ist» and 

725- (« tosyr = - V{P^ + 0, 

ifirenn d«r Zahler von m ungrade'ist. 






Aassw diesen reellen Werthen von (2 coxy) 
fiir einen negativeii Gosipus^ existiren noch, wenn 
A ^ade ist, zwei gleiche and entgegengeseUte* 
ganz imaginaire Werthe^ wenn « ungrade nnd 
sugleich die Spmme der Zahl 2 and eines beliebi- \ 
g^n 'angraden Vielfachen von a ein Vielfaches von 
4 ist* Man findet dieselben darcfa die nemliche 
Reclinung, wi^ in (L) und sie sind also 

784. (8coxyr = ±iV(P' + J3j). 

K 

107* 

Drittens* Wenn m eine positive, irration^e, 
transcendente oder anmSgliche Griisse ist, so ist 
die Grosse (2 cos y)™, fur ein positives cos y, in dem 
Falle von ($. io5. I. 7i6.)« In alien iibrigen Fal- 

len ist (2 coxy) von der Form a -f-(<« 

\ 

io8, 

,Ueber den Fall (§. io5.) wenn m ein Brach-- 

A « 

ist^ woUen wir noch einige Bemefkungen machen. 



/ 






. \ 



^ 



• 



m. 



.108^ _ III, ^ ^S 

Entwick&t, von (2 cosy)" und(ctsmY) 

!• Die in diesexn Falfe ofter vorkonimencle 
6rds6e P* + Q^ Vaast sich nooh weiter entwickeln. 

Da nemlich ^ . • 

726. Po====v^'W-> + »»^<*»-2)y+-~r-^<»x(«i-4 

726. Qo=^»y + «»«n(w-2)y+2i^^ii«C«»-r4)y..M, 

so erhalt man, wenn. man der E^iirze wegen die 
Binomial-Coefiicienten , dcr Reihe nach, durch w,? 
m.i, fn^ etc. bezeichnet, fio dass * 

; 727* ^ == ^x> — - — • = »«, alB""^ ^ ^^ *'^* 

+ 2 »»i coj w y COT (»»*2) y + a wa coV w^ coj («»-4)^ ..• . . 

' + 2 iwx »»a <^ox(w-2) y <^?K»*-4)/ • • • ♦ 

. * « ■ ' 

7^9' ifi*==J'»wy* + w*«n(f»-2)y* + 7»%m(«»-4)y*..,^ 
+ 2W, ^in iw> W2 (w-:r^)y + 2i»a Wft ^y «/i (»i-i)y . .. . 

+ 2i»i w^ xm («i-2)y W/i (w-4). . ••' 
fotgUch 

+ «i = * + '^I"r'»2 + '^•••• 
^oder 



le' -^ 



^ 
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g66 m. 108. 

EntwickeL von {^cosyT unddstsinyf, 

75o. P* + ft* = l+»J + w*+wJ+w^.,. 

flo dass also die g^ans reellen nnd die gaiis imagi-* 
nairen Werthe von (a^oxy)™ imm^r durch die 
Cosinus std^n^f Vielfacher von y ausgedriickt 
wer^n. 

IL 1st y =s C«'9 vo C irgend eine ganse Zahl 
bedeutet, so is,t 

jP,S= COXJ» fa- + w, co>^ f v*2^«r) -|-m«co/(»f»-4fr}..H 
J2^^=;rfn w f «r + j»2 rill (wf »• -af «•) + iln^ rin (nfflr-i^x).... 

oder 

P^ 5=5 cof w f» (i +«, +w^ -|.i»j . ; . . ) 



oder 



P^=:co/wf»-.a' 



alsb 



" > » 



^.* + 9' == CaV 

Dieses giebt, %. B« in (716.) fiir ein grades C und 
eio nngrades a^ / 

.(fcoxf»r = 4.a* 
oder, weii cox f «• ss -{- 19 



I 

J 
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' ' ' . 

Eniwickel. von (2cosyT und (2 sihyT* 

and in (7i70 ^i* ^ui grades C und . ?in grades >^ 

wie gel^drig* 

Ferner in ^722.) fur ein ungrades ^, ein'~ un- 
grades a and ein grades », 

Oder, weil,eof f,v sa'— I, 

und in (724O far ein'ungrades C> ^^i^ nngrades a 
nnd em nngrades «, 

wie gehorig. 

III« 1st y s= {;» -[- i fr, WO { irgend eine ganse 
Zahl bedentet, so ist 

r ' 

^der 
•der 



'••«• 



f 
I' 

WgUch 



P, = o und Qo = o> 

4 

73a. y(p;+Q:)=»o. 






'/. 



' / 



/. 



W ^J L^ — *■' •' ■*' ■•». ■" -"^^ft* «• «ri 



368 . ' III- 109. 

EnfwicAel. von (2 cosyy und \7.sinjf; 

Dieses that wiederutn den obigen Gleichnngeo, 
iiberall wo die Gro^e (P^ + 12) vorkommt, C€-^ 
niige^ denn es ist fiir y ss ^a- -{- !«•, cos j ss o. 

log. I . ' 

An* den Resultaten ($. io5, 1069 107.) siehtman 
leicht die Abweichnnjen des, gewohnlich fur (2 coxy)" 
angenommenen A^sdrucks , welcher. die in ($. g6.) 
angezeigten Schwierigkeiteji hat ^ . von demfenigeo, 
der fiir alle Falle pasJBt. 

Der gewohnliche Ansdmck nemlich ist 
733. (rj COS y)°= cosmy+m cos(m-2)y + -^ ^cox(iw-4)jr..i. 

9 

odej' • 

C2wyr = P^. 

Der fiir alle Falle passende Ansdmck dagegen i^ 

734^ (2 cos y)" = Pan + ^ C«n. 

t 

Der gewohnlicbe Ansdrnck weicht also von dem 
allgemeinen Ansdrnck iiberhanpt ganz ab. Den 

bloss reellerv Werth ron C^ cof y)"* giebt der ge- 
wohnKche Ansdrnck n'nr>in dem 'eioxigen Falle/ 
"wenn m eine ganze positive Zahl ^ist C$* 106.). 
Ist w irgend etwas anders , so^ passt der gewciha- 
liche Ansdrnck, wie ans ($. 106 iind 107.) «» ««- 
hen , nie. ~ • 

110, 



Die Reihe fur . , 

736. (arfny)^ 



, -erhalt. 



. J 



I 

\ 
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Snpwickeh^von COS my lind sinmy^ 

erbtilt iDAn in - alien FSIIeo iinmitfelbar, vrena mlui 
in diejenige far (aco/y)'" %^ B. |ir— y statt y seUt/ 

well 

fiViy sss co/d** — y) V 
ist 

^. I/cicr ^re Entwickthmg dtt Ausdruckt von eos my 

und sin my* . 

1,11. 

• . ^ 

l)ie gcwofanlichen Ansilrficke der Ontnui imd 
Svuix mlfadur Bogen dutch die Cosinus und Sinus der 
mnftuAen Bogen hah^n ahnliche Schwieri^keiten,. Vij^ 
die Afisdriioke von i^cosy) und (d Any) • La- 
grange^ welcher diesem Gegenstande wahl am 
tiefiiten anf den Grand gekommen ist, ^ebt in der 
eiKten seiner VoHesungen iiber die Fanctionen- 
]Ke8hniing fUr cos my und sin myy mit beliebigen 
ivi und y , folgende Ansdrficke 

756. ftco# 119 s=(aco/y)'^-m(dcoi7)"**"+2L;J 

m(m^4)(m - 6) ^ ^m-^ , 

• me-/ -.m* ^ , m*(m*~4)^ . 

i^*(m>-4)(m*-t6) .^.::/ A 



L 






s 



1 



579 IIL tn 

Enhvichel. von cos my und sinmj, 

. On — \)w ^ mCm»— i) 

+ <o» — - — {mcosy - — j;^ «»//»' 



•z' 



• •«* 



.-5 



I ■ 

738. io»my= i — j jin y» + ^ g ^ ^' »«iy* 

m'(m*— 4)(m»— 16) . , 
~ 534^6 ""^ 

73g« cof my = 
740. sinmy^isiny Kfl coxjrj"*"*'— (10—2X2 coj j)' 

+<Zli:5222r4)(flc6,y)-^-...A 

♦ ' 2 • / 

.(m + 5)(m + 4), ,,.itt^ \ 

. . .mirf , mfin*— ^) ■, 

74i. n«n»ys= — •iiiycof— ( — mcosy' — ^ — T-^-cofy 

• . . m(m»— 4) (m»— 16) / ^ 

742. im m y sss 

743. sin my =s 

^^*-/'«,-;^ m(m»-4) . _ , m(m*-4)(m*-i6) . \ ; N 



N ^ 
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Enhvickei. von . cos m y / und sin m y. 



AUe^oieinhejlt dieaer Aasdriicke ivt aos den, 
in meiner Uebersetzang der Liajprangischen . Vor* 
l69upgeii iiber di« Faaptionen-Recbnung) bei der 
Abhandlnng dieseii Gegenstandes angeg^ebanen-GFttQ. 
den y zweifell^aft. Bei den beiden Ausdrucken (766 
nnd 740.) fSlIt Solcfaes bei der blossen Betrachtung 
der Aufdrucke^ ohne in ihre Herleitung Kuriick- 
zugeben ^ iq die Angen, Bfan scbreibe nemlich 
die beiden Aasdriicke ynA folgt: 



mfm^y 



•744. aco.my=(2«;^)-[i-m^-^^4 a (aco.»;^ 

mCm — 4)(m ^5) i n 



'"C'^+4X'"+5) 



1 

••■•••Ma 



2.5 (2COify)* 



• » • • 



' ••] 



746. «ny==«nyCaco«yr-'[i — («-2)-j~~ 

V . (ni+3)C»i+4) I 



••••J 



, Any r I ^ I » I 

~(a CO* y)"^' L* "*■ ^^ "*■ ^' (2 co/y)» 

'*' ^ '(awJ^-'-'J* 

ao i«t leioht ftit sehen, dass siej wenn s. B. m-ein 

Bmch — ist, erttUch recUterhaqd v verschiedene 

> • 

''erthe^ liirkerband aber nur einen einsigen Werth 
kaben, also unvollstandig' sind; zwdtensaher^ dass 



4 

m 



^y 



\ 
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372 lift !»«. 

Entwickel* von GOimy und sin my^ 

Ae auch| weno dco/y<^i Uty divergifUn niidf6I|[- 
lich nicht branchbar sind^ ai&ch sogap fELr cotjzsii^ 
also s. B. far >' SB |», 2 cos imw ss 90 {;eben^ fKr 
fedai 9« < Q^ 9 waldietf aarichtig itt 

» 

Wir wollen versachan, andere allgemainer §6|- 
tende Ausdriicke jsu. finden. . 



112* 

I. Die voUsiindigt Grund-Formel 9 -aoa welcber 
alia £ntwickelangen bei Winkel - Fancttonen her- 
vorgehen ist diajenige (656*) namlich 

746. coxm(y+an»)+irfnm(7 + an»-as:(cojj'+iii/0!)^> 

Vfo n }ede baliebige positive oder opgative, ganse 
Zahl sein kann^ m undy aber beliebige, reelle oder 
imaginaire Werthe haben konneofc Die^Werthe 
TOD y wollen wir einstweilen^ wie oben, auf rsib 
tieschranken* 

* 

II. Diesa Formal hat auf beiden Seiten gleich 
Tiele Werthe. Man schreibe sie, wie folgt: 

747. co/iw(y+anr)+i jr&i m(y-|-a/ir) =: (co»y)"(i M^angjlf^ 

« 

" -. III. Nun entwickele man dieselbe^ linkerhand 
aach den bekanaten Ausdriicken JEUr <Ke Cosiniu 
and Sinus der Samme sweier Winkel, rechter- 
hand-nach dam binomiscHen Lehrsatze, welcher 
allgemein fiir jeden beliabigen Worth .des £xj))}>- 
nenten m gilt, sb erbSlt man 



J 



lift. 



m. 
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lEntwicheh von cos rny und sin mj^ 



748« eosmjfoot^mnw — sinmj^sinakmnw * 
+ i sinmycos2mnw'i'icosmjitm2^nw 



/ ' 



\ . \ 



Wfl»^l)(lii~2) , , , / \ 



oder 









I • 



IV. Man beselchae, auf die Weise wie 
(5. loi.Xcary)" darch 

760- (+incaryr und (-iricoiyl", 

fe nachdem cos y positiy oder negativ iat^ und sitb- 
•titnire die in ($• iqx. IV^) entwickelten Werthe 

von (+ 1)" nnd (— i)". Dieses giebt 

761. Ccoiy)"*=s)co«yl"r coi aw(/»+ n)jr + J »rmaaiO»+n)fr J 

wenn cos y posit^v, und 



I / 



^2. (cos/^s^cojypr €om(3(/Hn)4x)4r^' jte 

wenn cojr y ne^paUv ist. /» beaeicbnet irgend einU ^ 
ffLuze Zdbh 



/'<- 



Y V;^ Der Ausdmck (749*) f^ also nunmebr 
in folgeade beide ilber: 



/ 



,- I 



lift. 
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374 .HI' 

Enti4)ic7teL von cos mj und sin mj^ 

'. = |cos yP r cos s i» 0« -|rn)9r 42 Jin 3 M(ffr4-'>)0 

f&r den Fall , wenn cos y positiv ist nnd 
754» (e'>xwy + i«n»>)(cy»a«»B« +iwiai»Bir) 

= }co'yr(co/«(aCi.+n)+ 0»+i «lnii»(aC»+n:)+i>^ 

fiir den fall , wenn cos y ne^atiT ist* 

VI. In diesen Ansdriicken haben die Grmen ' 
* cos my '^ i sin my linlerhand and |coj y |™ ' mid ^ 

1 + w « ^flHjf — .— ^ — tang y* — • . . / rechterh^nd ' 

2 

immer nur einen einsigen Wertb. Da^gen ha- 
ben die Grossen cos 2wnw'^ i sin2mn9^ linkerhand' 
nnd cos 2 « (/« + n ) » -|- i sin 2 m C/« H~ '0 "* Md 

co/»(2(^+/i)4-»)*'+' «''»w(a(A+n)4"0*' ^^^ 
terhand so viele verscbiedene Wertbe, als die 

Grund-Gleicbnng; (746.) von welcber die Recbonnf 
ausging, solasst. Die Ver^cbiedenhiBit derWerthe 
entstebt dnrcb die Willkiir der Grossen n nod ^ 
Aber, obgleich anf beiden Seiten nnr gleicb viek 
Wertbe ^ Torbanden sein konnen tind anch yniA^ 
licb vorbanden sind, weil aach 

755* cost mnit ^i sin2mnw sr^C+i)" 
ist nnd. man also die Gleichangen aach wie fl>l^; 
scbreiben kann: 



i 



A12« 



m. 



575 



EjntwietteL votp cos^my uiid sintny* 

757. ' Cco9 wy -j- I sinmy) (+ 1)°^ 

s= |coiy|«'(~ir(i+«rfte«iy ~ !fcll24an^y» .; \ 

WO nnn dentUch su sehen^ dass die Zabl der. 

^ - • ' . 

Werthe auf beiden Seiten gleich ist, indem (-f- 1 )* 
eben $0 viele Werthe hat als ( — i)"*, sOv^seigen 
doeh die Gleicbnngen (763 and 7$4.}> dass die ver- 
Bchiedenen Werthe von (-f-i)" und C+i)"* odeJ^ 

you (+1)" und C— ^)™ zi beiden Seiten keinesr 
weges nothwendig corresponcUreny oder dads £. B. 
for einen blos^ reellen oder bloss ipiaginaireo 

Werth vpn (— ti)™ Iinks» wenn ein solcher mog- 
lich ist. nothwendig auch ein bloss reeUer oder 

. blos^ imaginairer. Werth, von (+i)" rechts,,ge- 
bore; denn die btstimmende GrosBe ist links eine 
andere, als rechts. Sie ist links n nnd rechts a*-|-^9 
V*elches keinesweges nothwendig Eins und dadselbe 

I ist Aus.den Gleicbungen» wie sie jets^t sind, kann 
man f!iir die gans reellen, oder/ fiir die ganfl ima- 
.ginairen Theile derselben faoch nichts weiter 
Mbliessen. 

VII. ^un erwage man aber^ dass n undf^ 

wUlkurliehe ^ikblen sind, die aich andern kon«. 

« nt^, obne' dass ^ch m und y andera, und die 

also 9 obgleiek sie wn tlmtidir abbiingen konnen^ 
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UI. 



1*1 s. 
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En^tmclidL Don cos my und sinmy* 

we4er von «i nocli voa y abh&ogeii ^ so' folgt^ dsM 
aiiQh lUDgekelirt y ni^ht von n und von /» ab- 
hSngt 'nod dasi man also ^ux dit mmScfwn JP^irthe 
von n und $$^ der Grdsse y virschitdene Werthe ge- 
ben kann. 

VIII. Man kann also s. B. auch Gir die nem- 

.■ » • 

lioben Werthe Ton n und /», — * y statt 4"y *etseo< 
Dieses giebt> aos (ySS and 754.} weil in jedem Falls 
c<wrC— y) == cos (+y) ist, 

768. (coSiRiy-*JiJii|Riy)(cox2si9lv-|*<* *^S^''"') 
.-»iit«fi£Y-=i-^«n(jy»+-^~j: tf««y.«+".j 

V 

' I 

fiir den tall y wenn coi y positiv ist nnd 

= |co/yr^coii»(2C^+n)+i)»+ lsinm(2(fc+n)+i)w'\ 

fiir den Fall, wenn eos y negativ ist. 



DL Man addire die beiden Gleicbmigen (7^5 
und. 766.) und die beiden Gleichungen (jSi and 
759). Di^ in jedem Paare von Gleichungen n and 
>^ aar sine and SisMffi' und nur fibicft vMI^ ver-' 
•chiedene Wertbehaben kdnaen, so sind 
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Entwickel* von cos my und sin my* 

gemeioscbaftliche Facloren and man erhalt, wenil 
man die Sainme durcli 2 dividirt^ 

761* CQsmj(cos^mnw^isin2mn9) 



(Mm^i), > , m(m-t)(m*cKm-S) . ?..t N 
^^ 
fiir den Fall , wenn cos y positiy ist and 

762, cosmy{cosamn9 '{'im2mnw) 

=^ |cof jr rcox m C2C» + n) + 1> + i «« m(2(m+ii)+ 1> J 



0- 



in(m-i) 



fangy* + 



mfiii*l){m-2)(/n-5) 



raii|fy*-,.,.J 



2 " - 2.3.4 

far den Fall, wcnn cos y negativ ist. 

• * » 

X. Zieht man (768.) von (763.) und (759.) 
Yon (7640 ab and dividirt die Reste durch 2i, bq 
erbait man ^ . 

^j. xmmy(coxamn»4-«rfi2mn») 

== l<»^ jI" C^^ ^((»+n) w + i sin a m(ft + /i) --^ 



s. 



m(m — i)(pi — 2) 



•>. \ 



fiir den Fall, vrenn eof / pa»itiv. ist and 
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Entwic^eL pon cos my uhd sin my, 

764. 9inmy(cos2fnnw -{^ i sinQmnw) '■ 

= \cosyrCcos m(a(ii* + n) + 1) »+ 1 jin iw(2 Ci« + n)+i> j 

(m(m— 1) fm— 2) ^ ^ , > 

mtaney ^ j^ -^tangj^ rf- .-..J 

for den Fall^ wenn <»>x y negatiy ist. 

XI. Nun ^ebt es'allemal eine ganse ZaU n, 
far welche 

fin dmns* =? o 

ist Dieae Zahl ist o , ^ aei was man woUe. Man 
bann also allemal, wenn man n =t: o setot^ wel- 
ches angebt, weil n willJiiirlich ist^ den imagi- 
nairen Theil der vier Gleichnngen C761, 762^ 76S 
and 764.) Unkerhand wegschaffen. 

. pa aber mit n =5 o nicht f* noHrwimdig m- 
'^leich verschwindet, sondern nur irgend einen ie- 
itimmttn von n abhdngigen Werth haben muss, der 
durch ft! beseicbnet werden mag, no erhalt maD^ 
wenn man n=:o setzt, welcbes zugleich co8 2mnw 
== 1 giebty weil allemal (cof2iiyn«-)^ -(-(xm^w/is-)^ 
s: 1 ist, ' 

766. COS mj = \co5y\ (cos2mf^ «• -|-i sin2mfi*) 

^ • • . ' . 

Fixr positive cos y • 

766. co$ my = tcosyrl co/wfV + »)«• + « ^'^^ Ka/«'+' i)» J 
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EnttJiick&l^ t)on cos my und sin my. 



negative easjy . 

767* sinmy == |co/yp (co^ 2 »/•'»• -f-i Jin 2 »/!*'») 



Qntangy^ 



2.3 



V 



ton^y* + ....) 



fiir po0itiTe cox y tind ^ 



f68. iwi«»y=a|€aryprci>/«i(a^'+ ]^)r-|-i Wit i»(2y+ i)A 

fHr negative cox y. ' 

XII. Diese Gleichnngen enthalten nuji aber 
alnnmtlich links gam rulh^ recbts hingegen zum 
Thdl mQginabre GrSsaen. Da solcbe Gleichangen 
nicbt Statt finden, weil Reelles nicbt Imaginairem 
gieicb seiii Kann, so kponen die Gleicbnngen iiber* 
banpt nur inso ferp bestehen^a/xesmoj^/rVA ist^^assaucb 
rechts der nnmSglicbe Tbeil verscbwindet. Dassdie- 
ser alsdann verscbwinden miisse, fo^gt, wie gpe- 
sagt,,aas den Gleicbungen'selbst, weil Reelles nui' 
Reellem gieicb sein kann. 

Die Gleicbnngen konnen also ^ nur bestebepf 
in so fern •itn amftl^r ^nd sia m(2//-f- 1) Nnll sein 
Aonnen, das beisst, in so fern eine ganze Zabl mdg« 
lich istf f&r nv^elcbe, Wenn man sie statt /• aeiz% 
(denn nor eine gan^e ZaM soil il sein) sinaipfiw 
lind ««!» (a /•'+•!) Nurll sind. 
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Eniwichish van cos my und sin mji 

die ganse Zahl o macht, fur >' gesetot, sinamf^ 



: 



gleich Nail , was anch » seia mag, nicht aber im 
mer fiir sin m (2ft! -{-l). FUr iin i»(a/+0 P«H 
esy s. B, wenn m irrational^ oder auch nu^ ein Bmch, 
^ mit gradim Nenner ist, keine ganse Zahl^ fiir wd-; 
che; dieselbe siatt ^' gesetoty ffi(a/«'-f*l) ^^® 
gaoBe Zahl w8re, and fllr welche abo sinmQifii'l} 
yerschtrande. 

XIII. Die beiden Gleichungen (765 und 767.) 
sind abo allj^emdn for jedes beliebige m moglich,, 
die Gleichangen (766 und 768.)^ aber nicht immer^ 
s« B. nicht, wenn m irrational, transcendent etc./ 
' ' Oder ancfi nor ein Bmch nlit gradem Nenner ist 
lilan kann daher, wenigstens auf diesem Wege 
cos my -and nn mj fiir den Fall, vrenn eos 7 ne- 
gativ istf dai heisst, y im sweiten und dritien 
Quadranten liegt, nicht totwickeln. 

Dagegen, vrenn coxy positiv iat, das heisst, Wenn 
y im ersten und Vierten Qu^^ranten liegt, geben 
die Ausdriick^ (766 and 767.) gans reelle £nt- 
. 'wickelnngen von cos my und sin my. Dieselben 
^d, weil, wie geflagt, nothwendig sin^inf** 
gleich Null sein mats und f olglich coi 3 » /«' ir =s 1 

769. ro/ nijr = \ ' 






Iwyl-.^i- 
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Enhvic&el, ^on cos my und sin my, > 

* / • 

77©. icii my sa ' ^ 

|ewyl .Qi«»l«igy— — ^ •'»«»? y«,+... ,J 

W^lche Actsdriicke also gans all^emein , far jedea 
beliebig^, y im ersten ui^d vierten QuadranteOy and 
fur jedes b^Iiebige m felten. 

XIV. Man darf in diesd Gleichunj^ nicbt 
mebr y^snsr statt y aetsent weil dieselben rech- 
'terband nnr einen Werth baben uad also, wenn man 
y -f* fi^^ ^tott y setzte^ linkerband mebr Werlhe 
entsteben warden , als recbts. Der Bogen ^ kaon 
alsQ, weil i&agleicb eoi y positiir sein soil, oie 
l^dsser als \^ and nie kleiner als — \w sein. Fiir 
prossere and kleinere Bogen gelten die Formeln 
(769 and 770.) nicbt . ' > 



\ 



» > 

Es kommt nocb daranf an^ , aacb fiir Bogen y, 
welcbe in den sweiten oder drxtten Qnadranten 
ftdlen, and fUr welcbe sich der reelle Tbeil der 
Gleicbungen des vorigen Paragrapbs von demiina* 
ginairen nicbt sondem liess, die Aasdriicke voa 
coe My and i\n my vol finden. 

Dieses -gescbiebt leicbt, wenn man den An*. 
fangs-Pnnct der Bogen verlegt. 

Man beseicbne nemlicb irgend ^ einen Bo- 
gen fiwiscben §»* and \w deesen Cosinas also 



> ^ 



il 



382 III. , m 

EntioickqL hon cos mj und Mnm)\^ 

negativ 1st, darch z, so ' iit ^llfehIbar x — tl^ 
c^n Bogen , der i^wischen — v* nnd 4* i'l^^ 
lie^ und filr welchen dalier die Ausdriicke (76)] 
und77o0 gelten. ^|^ 



■r 

s 



Man seise also « 

771. z — » s= y, so dass z = «• -J- y, 
to ist 

772. CO/ i»« = cos mweofmj — siujm^ sin »y, 

775. sinmz =s sinmw cosmy^cosmw sinmj. 

* 

Sabstitnirt man hierin dieWerthevon cox jy»y and 
im m y ans (769 und 770.) so erhUt man ' 

774. COJ wx = */ 

cof ffiir IcoxyrQi— i^tflif y«+ -~^ «an^ y*- ...J 

-rfn»Mr|co/yr.Q t<jn^y — ^— jg — ^wn^y» + ....| 

776. stn mz =3 



finwr 



j»(»i-iX»-2) 



+ CO/ Wr |GOJy p. r^ /flU^ y - „ 

Nun ist 



'tangy 



•p •••• !• 



woraiis folgt 



y s= « — ft 



lan^y =B -^tangz 
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m 

JE^ntwickeL von cos my. und sin mji 

m 

VBftid weil cos y und eos z, zwar dem Zeichen aach 
^erscbied^n^ an abgollater Gc/Sssc aber gleicb sind^ 

IMtan' erhSIt also, yrenn man Dieses in (774 und 
^6.) substituirt, und zugleicli wieder y statt z 
^chreibty 

776. eos my s=s 

cosmr\msyr.{^i —-^t<mgy*+ ^ -^ tang j*-,...J 

+ Sin mw |co/yr/ 1» tang y — i— j^ tang y » + ...J 

777. shmj ==: 

mm»\cos yp.Qi— i—^aiilf y» + a.5,4-W Y*' ••••) 

' cos mw\€osj\'^m tang y ^ ^taugy^ + ....J 

welcbes die AusdrtLcke fiir die Cosinus und Sinus 
der Vielfachen, von Wiukeln y sind^ die zwiscben 
' I ir und i w fallen. 



114. 

Die Ausdriicke (769, 770, 776 und 777.) um- 
fassen alle mciglicbe FMlle , denn sie geben die tTo- 
sinus und Sinus der Vielfachen jedes beliebigen 
Winkdls, der kleiner als vier recbte ist. £s ist 
bloss zvL beobacbten, dass man^ wenn Winkei 
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EntwicktU t 
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vf^konunen , dl« grSsier iiod «ls Tier Beehte, lo 
vkl .mal vter, rechte^ daTon absteh^, ak aa- 
geht. 

Die AasdriickB baban aber nocb, iirann mas 
•ie bis ad ihre. GA^enMn aosdebnt^ den Slaageli 
daBt sie nicbt immer converg^reB. . Sobald nenp 
licfa tmg y grSgser aU x i«t, dirergpiren iie» Sie 
coBvergiren Bur, ao lan^e lang y kleiner ala i u^ 
das beiMt> so lange der Winkel y, fUr posftiv^ 
CosiBus, xwischea — 1«' nnd -4- J*, tiBd fJLr negt- 
tiy^ CoHboAi swiBcbea \w und ^v (allt, deBB niir 
IB diesem. FaUe nehmeB die PotestMten von tangyj 
immer fort ab, wie die BiaoBiial^-CoefficieBteB, die, 
nrlsBigsteBfi \OB ii^ead eiaem Gliede aB ^ so lan^ 
Ml positiv ist) welches ijnmer aBg^eaommeB werden 
kaBB , . weil coj («— my) = cox (-f- my) ist, allemal 
abaebmeB. ,£s lasst sich selbst seig.eB , dass die 
Factorea yob Jco#yP ia den vier Gleichoagea (769^ 
77O9 776 nnd 777O nie anendlich gross sein kon* 
aen, so lange tm^ y ^ ^ ist. Denn man setze, 
im Snssoi^rsten Falle, tonf y ss i^ so ist co^yssV^^ 

und' |co/ yl"^ ;:£ ii| > welches nie verschwindet, so 
lange nicbt m aaea^ch gross ist* Da nun die 

. Prodncte yob |cof y| in ihre Pactoren^ Grossensda 
sottea , die nothwend^ immer Ueiner als 1 sind, 
nemlich die Grossen cox m y and xjn m y ^ so folgt, 
dass besagte Factorea nie uaeadlicb gross 'Idli 

^Saaeta* * 

^ Die 
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EntwickeL von cosmj uiid nnn^y. 

Die \ Ck>nverg^cni der Reibea f&i* t^s my und 
t^ my ist aber, yrie gesagt,' durcli die' BedingiiD^ 
beschraokt, dasg tangy nicht grosser als i fiein s6n«' 

Daraus fol^ f dava die Reiben (769 und 770O 
BBr danQ nuUbar stnd , wenn y ewisichen — | n' 
nnd ^ff*! oder^ was dasselbe fst, swisciien ^jt ui^d 
\w fkllt uild die Reiben' (776 und 777.) nnr dann, 
wenn y cwiscben Jir and |ir liegtV Es bleibt aUo 
nocb iibrig^, ^r Bog^en,^ welcbe £wi«chen |sr und |jr, 
nud 2wi«cben 2 ^ , ^^^ 7 *" li^gen , convergireud^ 
, Reibea su fiaden, / 

Dieses K%nn durcb das nemlicbe Miitel ffe- 
'icbebea> welcbes in ($. ii;s.) angewendet wurde. 

I. Wean man «.. B. eioen Bvg^en z hat, der 

ftiviscb'ea\| «• und J* liegt,/ so setee man, 

» ■ ■ '. 

778. * =B y + »*. 

JJsdaaa ist y nothwendig ein BogeB,.dei^2Wis€he& 
•s^f* und 4-1* rallt*und Ittr welchcn also die 
Anadiiicke (76j^ und 770.) ♦ nicht bjoss gelteu) soa^ 
dern anoh allenial oonyerj^iren* 

I * « 

£s ist aberi^iiif 2 xds j-(-|#^ / 

' 779* «>^«^f aa ifd/mycox|mfr— W/imyiiiiJm*, 
78©# s/nrn;: as^ co/my/la|mfr-4^nVimyco/|m«', 

SeU^t niKn bieria die Auidruoke voa cos my 
^d JtmnyAna (769 ubd 770*) fto ei'balt niaf^ 

I . ^ t 

\ ' ■ . ■ • 
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; ' EntwickeL vori cos nij und sin inj^ 

781. eotmzsi I 



' • ."I 

.« / mfm*!) ^ , m....(m-5) - \ '1 

: " • ■ ■ * J 

Nun i»t au» « = y + f*, y ae z —I*- und 
folglich . 

7S5» CO/ y = «n « ttnd tarig y s= — cot !:• 

Sabstitnirt man Dieses statt cos y und -tang f in : 
(781 und 7|}2.) nnd scbreibt sogleich wieder y 
statt z, so erhalt man J 

78^. COS my ss 

s 

-rfn|iii» Irfnyl .( m <?or y — ^ — -^ — f cor y » + .... J 

i 

^7&6. sin my = . 
sin lmw\nnyr,(i — L-^eoty* + ■ g , 4 - <=<" y*---J , 

+ <!o/Jm» Mnyj".(m co/ y - 2^2^^!^ col y » + ...\ 
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JS^ntwickeh von ' cos my ujid sin my. 

welches die Ansdrucke fjir cos my und sin my in 
den Fallen sina, , yrenu y zwiscben ^v and |«- 
faUt. • . 

II. Hat man einen Bogen ^^ welcher swischen 
^w and Jv liegt, so' setze man 

786. z = y -f- i*. 

Alsdahn ist 7 nothwendig ein Bogen, welcher swi- 
achen -— qpir n^d -f-ltr fallt and fiir vrelchen also , 
wieder die Aiisdriicke (769 and 770.) ^nicht allein 
gelteny sondern aach immer convergiren. 

£s ist aber, fur «= y -f- 4«-, 
787* cos mz 7=2 cosmycos^mw — sinmysinimw 

788. sinmzzsi coxmy xinf mir-f-iifimycoxf fnir. 

I. 

' Setst man hierin die Ansdriicke Von cos my 
und An my ans (769 and 770O so erhalt man 

' I 

789. cox mz =s 

• I im ^ m(i»-iX • « w...(/n-3)^ A \ 
coxjm»|co5yr.|^i — ^-^tangy^+—^^tangy^-....J 

-xin|mir|coxyl .{ wtawgy — i ^ < tangy^-.^.J 

790* sin mz zs 
jm Iwsr |#oxyP.Qi — l^^tang y»+-_^— - XflM^y ♦- ..J 

+ cosimw\cosy\ A m tang y- ~ £iiw]{ J '••'•• > 



.^ 
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Enlwickel. vdn cos niy und sm my* 

Nun ist, au8 « xs y -f. J**, y ss z — 1«-^ also 

791. coy y == — ^ z utfd tanj y as -^ cot z« . 

'Siibstitoirt man Dieses stall eos j nnd tang y in*] 
(789- und 790.)' und schreibt Eugleich wieder y. 
statt £, so erhalt man : . 

792. COS wy ~ 

ro/im^|«/iyr.^i --^-^ — oo?y»i ^,5,4^ ^^^--/ 
+ xm|iii*}nfty| ,f |» col y jj^ ^coly» + ....J 

^' " 795. i/nmy =s ' 

hn Imrl/i/iy I .( I - -^- '-oH y * + — ll^^—Scat y ♦ • .... 1 

-. co/Jm«r|ymy| .r ;»col y ---i ~ cotj^'\^ .«. 1 

« 

welches die Ausdiiicke fUr cox my und Wn «»y in 
den Fallen sind, wenn y zyriscben |fr und Jsr j 
«lll. 



ii5» 

Zusamn)en ^enommeb sind die Ausdriicke fUr . 
die Co6inas und Sinus der Vielfacheo eines gege- 

■ 

beiftea Bvgens y folgeade. ^ 
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JEntwick^, von coimy nnd sinmy* 

^^. / " f '" ■ ■ ' 

MrsUich, werm j zwischen Ja- w/irf J«, odcr XKircAert 

■ ': • \ . ' ^ ^ -, • . ..• ' ■ 

794. • tfOJ w y =s ' 

»y r.r X • -^-~-^«"j[7*+ j;^ rangy*- ....^(769.) 

796. xm mj = V 

- ♦ 
Zwdtens, wtm y 2(V&cAen;j«- urn* J» /Wft. 

'* ' /796, " cor w y =3 

»!«»' Isinyr-fi -^2L_A:or y» j--i 2.5.4 "^^ J 

*J«*.|««yr(.»coiy-2?^JJi^|!^^co£y»+«..) (784.; 

i 

797. rin wy =s, ' 1 ^ 
ico,J»r|flnyr.(»*oty-2^2:^|2:±Us«-+....) (785.),. 



N *<• 



Drittens^ Wtnn y zmchtn | «• und J r /<i/ft. 



- \ 



798. cos tnj =: 



itn wir |co/yi"'/i» tawg y - L y''^^^" ■ tang y ^ + ...A (776.) 
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« 

EnttuickeL von cos my uhd sin mj^ 

799. jin »7 = 



sm mn\ 



rco/rey|cOfy|"rwrfln^7« ^*^^^^ ■ ^ ^flytgy*+**^J (7770 

Vmtmsj fV€nn y zsrischen ^w und Jir /ctilr. 

8oo* €os mj ^sz 



I t 



^1; tin my ss 1 

iWjm«r|i»iy[ .^1 — ^.--.i4»ry»+— — — co^y*-.... 

- COX Jm* |«ny |".f m cot y - -^ ^ col y » + •••• ) (7950 

% Diese Ansdriicke mnfassen alle FMlle imd coo- ' 

vergiren imnitr. Kommen Winkel vor, welche grosser 
als 29Fy /oder josser als Tier Rechte sind, so niius 
man \ier Rechte so oft davon absiebeoj als es 
angeht. Fiir dan Rest passen dami y yon den obi- 
geuy die «i{^eb5ri{en Ausdriicke iinnier. 

110. 

Wir geben^ wie j^esagt, die yorstehenden Be- 
en tiber die Berichtig.an|f d^ Entwicke- 



,1 
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M7., Ut, 39^ 

VUlfachheib d. Wertke v* Potest^ etc, 

I - ■ 

langen der Winkel-Fuactionen nur fiir «inen F^er- 
such. Die Ausdriicke ($. io5, io6 and 107.) fiir 
beUebige Potestaten der Cosinus and Siiius^ oder 

ffir (2co/y)" und (sxmy)" und in (J. 116.) fiir die 
Cosinns und Sinus beliebiger Vielfacher gegebener 
Winkel, oder fiir cos my und mm j, iammtlich 
fOr ein gans beliebi^s m, miiss^n aber so lan{;e 
als die richtigen gelten^ bis man ihhen, oder ih« 
rer Herleitung^ mit Grilndtn Mangel nachweiseU 



\ 
I 



Wir woUen sum Schlusse noch klirzlich der 
VerToUstandigung der Tlieorie der Potestaten er- 
wSbn^eny welche die Winkel-Functionen an die 
" Hand geben. 

Dass nemlich die gewohnlichen Ausdriicke der 
Potestaten y wie sie oben im ersten Abschnitte 
entwickelt worden , in gewissem Betrachte unvoU- 
standig sind, i^t lei^bt zn sehen. Naoh dem bi» 
^omischen Lehrsatse z» B. soll» allgemein fiir je- 
de« m. 

8o». (1 + x) ffl=i+i»x+-i -x* +—2^ ^ — — x».... 

Hat 



\ • 
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3g3^ m. 118. 

VielfachJieit d. Werthe v* P&ijest. etc, 

«eiii. Ist nun aber m ejn Bruch, £• B» m s — . 



so hat die Grfisse (i +») > '^ verflchiedcne Wer. 
tile. In der Gleichanjp (8o2.) hat also der Theil 
linkerhand i^ verschiedene Werthe, hingegen der 
Theil rechterbaud , wie man sieht t nur einen ein- 
fsigen; folglich ist die Gleichnx^g offenbar nnvoU-^ 
stapdig nnd driickt nur ejnen eizrugen, yon den 
moglichen i^ ^rerschiedenen Fallen ans. 'Dieses kann 
in der Aqalysis , ' "wenn man fernere Rechnungeit 
aaf solche Ansdriicke 'grtindet/ von Einflnsa aof 
das tlesultat sein, nnd gelegentlich Zweifel ge- 
g^n ^esultate erregen, die^ wenn $ie PaOuan&g 
waren, si^ auch voUstandig rechtfertigen lassen 
wiirden* 

Die Theorie der Winkel-FunctioDen, welche 
recht ' eigentlich derjenige Theil der Analysis ist, 
der sich mit der Vielfachheit der Werthe einer^ 
Grdsse beschaftigt, giebt das Mittel an die Hand^ 
die Potestaten-Ausdriicke sa TervoUatandigen. 



* Wir, mnssten, oben in ($• ioi») die vielfkchen 
Wnreel- Werthe von^ den a bsoluten -^allien- Wer^ 
then der Grds^en untersoheiden* Dieseir lasst aich 
audi hier anwenden* > 



118. UI. 393 

f^ielfachheit d, WcrthB t). Potest* etc* 

Hat man & B. die Potestat ,y dor OrosAe Uf 

also die Grdsise i? y so versteht man gewohnUcb^ 
obne ausdriicklich das Gegentheil £U sagen^ ei- 

^entlich unter dem Zdchen u^ nnr die pben dttrch ' 

hJJ bezeichnete GrosBe. nicbt die Grosse (jif ^ das 

heissty ntir den abfi^oliiteu Zahlen*Werth von iSf^j 
^' nicbt die sammtlichen verscbiedenen Wertbe die- 
ser Grossog and audh die Entwickelangen gebea 
jiuff den absoluten Zablen - Wertb, Ist derselbe 
nicbt reell^ so kann man iiber^em tmt den EoU 
^ -wiekelungeh in Verlegenbeit kommen and aaf 
Resaltate^stossen, die anerklarlicb scbeinen. 

Will man dagegen die sdmfntlichtn verscbiede-. 
nen Wertbe von u^ aasdriicken, so mass man 
|ii[^.(Hh i)^ statt u^ scbreiben. Alsdann erst ist die 
Gleicbung (8o2.) ^^Ustandig and also eigentlich 
folgepde: 

' 8o5. (i+«r=c±0"(i+m*+!!!:i^ 

Die Gleichung (a + *)" = a" + «, o""'. * 
-{- ' a""^.&*'...» ist voUstandi^ fol^ehde: • 

. 804. (a+ i)- =(±«r.(i + n,.±+^ji,^^ : . . :) 
Oder 



■^ -* ^ -' I 



an* • 



394 UL. .119. 

f^ieifachheit d* Wert ho v,J^dtest* etd. 

% 

% 

Diese Gleicbongea haben reohU and links gleich 

viel yVerthe. Dea Wcrth der Grosse (±1)" fin^ 
det man^^ie oben, darcb die WinLel-FunctioQem 
£a iftt abo 



' ■ "^ • * • • I 



0+ 



4W — + 



Oder 



007. (fl + hT(^i±i?^\\)mTi) ±'7(±(sn+i)»in)|a(""^ 

je nacbdem a + 6 posiliv oder negativ i«t. 

* 

Filr die Logarithmen erlialt man atu 



608. 



.»y 



9y + '7y (6«2.) 



weoD man y + ^ '^ J' ^t**^* y sc^t, 

809. w"^'^+^'^^=v)Cy+2fin)+i/i:y+ann)j 
uad Veao man y,ss aeut / 

810, II. S= -[- I. 

Attf ahpliche VVeise 

811. w "^ ' =3.— I. 



/ 



J 
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149. ni. 396 

Vielfachheib d, WettJie v^PoteJsb* etc. 

Da nun (u)' :=s |«P.(+ i)'^> «o i«t} vrenn itatn nacb 
(8io und 8ii.) (±i/ = (u^™"y und (— i)^ r= 

I 

, j+aran.y , y 

^ ■ . » 

. i+2mn y 

desglelchen eben so 

8i3. (— Mr = (~«* /• . 

£s i6t also , eigentlich , wenn 

8i4. («)^ c=: z 
l^etetet wird, 

■ * 

8i6. ^* = y (i-f-anin) weon u po^itiv und 

8i6. r"» = y(* + («C'*+»)«'nJ wenn u negaiiv 
ist$ also, nach der Gleichun^ (202.)' 

wenn u positiv, und , 

R.R --n— A- '-f Cg— 0*-H(z-0*.... \ , ,, 



wenn u negativ ist. 

n 



Die Grosse n ist gleich — . {§. 96. IV.) 

■■J J * 
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Vielfc^hheit d, Werthe v* Potest, etc* 

Dieae Vervollstaodigan^ender AnsdriickA siad 
BOth^endi^^ wenn man aualytische Rechnangen 
so genau ausdriicken will, als e« angeht. 

VVir Ti^oUen die. Weitere Aasfuhrang einer 
anderen Gelegenheit vorbebalten* 
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